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Wstep

Teoria krat Banacha zostata zapoczatkowana w drugiej potowie lat trzydziestych ubiegltego
wieku przez trzech matematykow: F. Riesz (1929, 1936), L. V. Kantorowicz (1935), i H.
Freudenthal (1936), patrz [24], |23], [2|, przez dlugi czas byla uwazana za podstawowy i
wazny dzial analizy funkcjonalnej. Wiele waznych przestrzeni rozwazanych w analizie, w
tym wiekszos$¢ przestrzeni funkcyjnych ma strukture krat wektorowych. Teoria krat Ba-
nacha jest Scisle zwigzana z teorig miary, teorig funkcji rzeczywistych, analiza wypukta i
topologia ogdélna, posiada réwniez zastosowania w teorii spektralnej operatoréw, w eko-
nomii matematycznej czy w fizyce matematycznej. Waznymi standardowymi przyktadami
krat Banacha sa przestrzenie funkcji ciagtych C'(M) na zwartej przestrzeni Hausdorffa M
oraz wiele r6znych przestrzeni funkcji mierzalnych na pewnej przestrzeni z miara p, w tym
klasyczne przestrzenie LP(u) funkeji catkowalnych w p-tej potedze, dla p € [1,00). W kon-
tekscie wyzej wymienionych przestrzeni jezyk krat Banacha okazuje sie bardzo naturalny i
prowadzi do ich aksjomatycznej ogolnej teorii — tak zwanych abstrakcyjnych M -przestrzeni
oraz abstrakcyjnych LP-przestrzeni, zapoczatkowanej w pionierskich pracach S. Kakutanie-
go [12], [13], rozwijanej m.in. przez H. Nakano, a ktora uzyskata piekny dojrzaty ksztatt w
pracy F. Bohnenblusta [5], patrz [19]. Co wiecej jak wynika z ostatnich artykutow, wspotau-
torstwa promotora ninijeszej pracy magisterskiej, patrz [4], jezyk i narzedzia krat Banacha
sa bardzo uzyteczne w obecnie bardzo popularnej i silnie rozwiajnej teorii LP-algebr opera-
torowych, patrz np. [9]. Daje to duze nadzieje na dalsze zastosowania oraz kolejne ozywienie
i rozwoj tego klasycznego juz dziatu analizy funkcjonalnej.

Jednym z posrednich cel6w niniejszej pracy magisterskiej jest opracowanie petnego wste-
pu do teorii krat Banacha oraz teorii spektralnej operatoréw dodatnich. Wydaje sie, ze poza
skryptowymi notatkami [14], ktore pomijaja wiekszosé dowodow, nie istnieja w tym zakre-
sie zrodla w jezyku polskim. Natomiast liczne zrodla w jezyku angielskim, np. 23], [21],
[2], |24], [1], patrza na wyzej wymienione zagadnienia w rézny sposéb, co z punktu wi-
dzenie wspolczesnego studenta, po jedynie podstawowym kursie analizy funkcjonalnej [18],
rowniez wymaga pewnej syntezy, doboru tematéw oraz uzupelnieri. Bardziej konkretnym
celem i motywacja obecnej pracy jest oméwienie podstawowej wersji twierdzenia Perro-
na—Frobeniusa dla operatoréw dodatnich na kratach Banacha.

Klasyczne twierdzenie Perrona—Frobeniusa, sformutowane na poczatku XX wieku, jest
jednym z fundamentalnych wynikéw dotyczacych struktur spektralnych macierzy nieujem-
nych, ktore znajduje zastosowanie w wielu dziedzinach nauki, patrz [25|. Na przyktad w
teorii prawdopodobienstwa twierdzenie Perrona - Frobeniusa umozliwia sprytne znalezie-
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nie macierzy przejscia Laricuchu Markowa. Podobnie w demografii utatwia modelowanie
populacji metoda Leslie’go. Co wiecej codziennie nieswiadomie korzystamy z tego twierdze-
nia, wpisujac zapytanie w wyszukiwarke Google (algorytm PageRank). W swojej klasycz-
nej macierzowej postaci twierdzenie to gwarantuje dla macierzy dodatniej (o nieujemnych
wspolezynnikach ), istnienie dominujacej wartosci wlasnej oraz dodatniego wektora wtasne-
go 7 nig zwiazanego. Zatem aby wystowi¢ Twierdzenie Perrona-Frobeniusa, potrzebujemy
teorii spektralnej, ktora jest sformutowana dla ogolnych zespolonych przestrzeni Banacha,
oraz pojecia dodatniosci i operatorow dodatnich, ktore formutuje sie w jezyku krat wek-
torowych. W szczegdlnodci, twierdzenie to w jezyku operatoréw na zespolonych kratach
Banacha moéwi, ze dla operatoréw dodatnich na skoiiczenie wymiarowych kratach Banacha
promien spektralny nalezy do widma punktowego i jako warto$¢ wtasna posiada dodatni
wektor wiasny.

W niniejszej pracy przedstawimy peing teorie prowadzaca do uogoélnienia powyzszego
twierdzenia Perrona—Frobeniusa na przypadek nieskonczenie wymiarowych krat Banacha.
Po raz pierwszy taka wersje udowodnili M. G. Krein i M. A. Rutman [15] i odtad stala si¢
ona jedna z wielu motywacji do rozwijania teorii operatoréw dodatnich, [23], [3]. Tak jak
istnieje wiele nieco rézniacych sie od siebie sformulowan twierdzenia Perrona—Frobeniusa,
tak i istnieje wiele jego mozliwych uogélnien. Tutaj skupimy sie na najbardziej ogélnej i
podstawowej formie tego twierdzenia i udowownimy je dla dodatnich operatoréw zwartych
na zespolonych kratach Banacha. Przy czym omoéwimy je na szeregu przyktadéow i po-
dejmiemy prébe zastanowienia sie, czy moze ono mieé jakie§ zastosowanie do operatorow
niekoniecznie dodatnich, poprzez zbadanie zwigzkéw widma operatora i jego modutu.

Celem pracy jest omoéwienie uogdlnionej wersji twierdzenia Perrona—Frobeniusa dla ope-
ratoréow liniowych dodatnich i zwartych na kratach Banacha, przedstawienie dowodu tego
twierdzenia oraz zilustrowanie go przyktadami. W pracy korzystamy z narzedzi analizy
funkcjonalnej, teorii operatoréw i porzadkéw w przestrzeniach Banacha.

Zgodnie z klasyczna zasada trojpodziatu praca sktada sie z trzech rozdzialow.

W pierwszym rozdziale dos¢ szczegbétowo omawiamy kraty wektorowe, o ktérych mozna
mysle¢ jako spojnym polaczeniu dwoch struktur — przestrzeni wektorowej (czyli struktury
liniowej) oraz kraty (czyli struktury porzadkowej). Przypominamy tu m.in. pojecie czescio-
wego porzadku i kraty, oraz dowodzimy szeregu podstawowych wtasnosci uporzadkowanych
przestrzeni wektorowych i krat wektorowych. Cato$é obrazujemy na szeregu przyktadow.

W rodziale drugim, do uprzednich struktur dyskretnych, dotaczamy norme. Przypo-
minamy podstawowe fakty z teorii przestrzeni Banacha, a nastepnie omawiamy stopniowo
zawezane struktury, krate Banacha oraz abstrakcyjne LP-przestrzenie i abstrakcyjne M-
przestrzenie. Wazna czescia tego rodziatu jest rowniez omoéwienie zespolonych krat Bana-
cha, ktoérych juz sama definicja, a w szczegdlnosci definicja modutu i normy, jest nietry-
wialna i odbywa sie poporzez kompleksyfikacje rzeczywistych krat Banacha.

W ostatnim rozdziale przechodzimy do teorii operatoréw. Przypominamy tu pojecia
dotyczace operatoréw ograniczonych na przestrzeniach Banacha oraz elementy ich teorii
spektralnej. Nastepnie omawiamy operatory dodatnie na kratach Banacha i ostatecznie
przedstawiamy gtéwne twierdzenie pracy wraz z dowodem i przyktadami zastosowania do
operatoréw niedodatnich.



Rozdzial 1

Kraty wektorowe

1.1 CzeSciowy porzadek i kraty

W niniejszym podrozdziale przypomnimy podstawowe fakty z teorii krat. Istnieje wiele
dobrych zrodel na ten temat. My opieraliSmy si¢ gtownie na [6], 3] 1 [10]. W calym pod-
rodziale X bedzie ustalonym zbiorem.

Definicja 1.1. CzeSciowym porzqdkiem, czy tez krocej porzqdkiem na zbiorze X nazywamy
relacje < spehliajaca nastepujace: warunki

(zwrotnosé) = < z dla kazdego x € X
(przechodnio$é) = < y oraz y < z implikuje = < z dla kazdych z,y, 2z € X
(antysymetria) x < y oraz y < x implikuje z = y dla kazdych z,y € X.

Moéwimy, ze zbior X jest (czesciowo) uporzadkowany, jezeli < jest czeSciowym porzadkiem
na X, formalnie para (X, <) jest (czesciowo) uporzgdkowana. Gdy x < y moéwimy, ze
element x jest mniejszy lub rowny y, lub krocej mniejszy od y, oraz ze element y jest
wiekszy lub rowny x, lub krocej wiekszy od x.

Przyktad 1.2. Rodzina P(A) wszystkich podzbioréw zbioru A (czyli zbiér potegowy)
wraz z relacja zawierania C jest zbiorem uporzadkowanym. W szczegélnosci, kazda podro-
dzina X C P(A) jest zbiorem uporzadkowanym. Co wiecej, z doktadnoscia do izomorfizmu
(bijekcji zachowujacej porzadek) kazdy zbior czesciowo uporzadkowany jest tej postaci.

Przyklad 1.3. Relacja wiekszy rowny < zadana na zbiorze liczb rzeczywistych R jest
porzadkiem, a nawet porzqdkiem lintowym, czyli kazde dwa elementy sa poréwnywalne: dla
dowolnych z,y mamy z < y lub y < x .

Przyklad 1.4. W przestrzeni R" cze$ciowy porzadek mozna zadaé “po wspotrzednych”.
To znaczy dla wektorow x = (x(1),2(2),...,z(n)), y = (y(1),y(2),...,y(n)) € R" piszemy

<y PN z(k) < y(k) dla kazdego k =1,... n.

3
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Jeslin > 1, nie jest to porzadek liniowy bo na przyktad wektory (1,0, ..., 0) oraz (0, 1,0, ..., 0)
sa nieporéwnywalne.

Przyktad 1.5. Niech F(M) bedzie zbiorem funkcji rzeczywistych « : M — R. Naturalnym
czesciowym porzadkiem na F'(M) jest relacja < zdefiniowana punktowo

<y &, x(t) < y(t) dla kazdego t € M,
dla dowolnych x,y € F(M). Zauwazmy, ze jesli M = {1,...,n}, to F'(M) mozemy utoz-
sami¢ z R" i wtedy otrzymujemy czesciowy porzadek z poprzedniego przyktadu.

Przyklad 1.6. Jezeli (M, X, 1) jest przestrzenia z miara, to na zbiorze funkcji mierzal-
nych M(M) naturalna relacja jest nierdwnosé p-prawie wszedzie. Mianowicie, dla funkcji
mierzalnych x,y : M — R piszemy

<y L e M a@t) > y())) = 0.

p-pw
Ta relacja jest zwrotna i przechodnia. Rzeczywiscie, z < =z, gdyz

p({t € M z(t) > z(t)}) = u(0) = 0.

. T o A A g S . . . . . .
Natomiast jesliz < yiy < z, czyliz(t) < y(t)iy(t) < z(t) poza odpowiednio zbiorami
miary zero A, B € ¥, to x(t) < z(t) poza suma AU B tych zbiorow. Jako ze suma zbiorow

p-pw
miary zero jest zbiorem miary zero, otrzymujemy wiec ze r < 2.
Natomiast formalnie rzecz biorac relacja ta nie jest antysymetryczna. Mianowicie, obie
p-pW p-pW
relacjer < yorazy < x zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje x i y sa rdwne sobie
u-prawie wszedzie, tzn. gdy

o'y L p{te Mx(t) £y(t)}) =0.

p-pw

atem aby mowic¢ o relacji < ako o czeSciowym porzadku potrzebujemy utozsamic
Zat by mowic lacji <y jak esciowym porzadku potrzebujemy utozsamic
funkcje réwne sobie p-prawie wszedzie. Dlatego, korzystajac z tego, ze “Z jest relacja

rownowazno$ci, formalnie bedziemy rozwazac¢ zbior klas abstrakeji
Lo(u) == {lz] :w e M(M)}, o] = [yl & "=y,

na ktorym relacja
def H-PW
[f]<[y] = = <y

jest juz porzadkiem (antysymetria wynika wprost z konstrukeji). Z definicji elementami
przestrzeni Lo(u) sa klasy abstrakeji [z], a nie funkcje z. Jednak standardowo dla uprosz-
czenia jezyka i notacji nazywa sie je funkcjami i przy zapisie pomija sie nawiasy, tzn. pisze
sie¢ z w miejsce [z]. Nie prowadzi to do nieporozumien, tak dtugo jak pamietamy, ze w prze-
strzeni Lo(p) utozsamiamy funkcje rowne sobie p-prawie wszedzie. Zgodnie z ta konwencja
zbior Lo(u) nazywamy zbiorem funkcji mierzalnych.
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Definicja 1.7. Niech Y C X bedzie podzbiorem zbioru uporzadkowanego. Méwimy, ze x €
Y jest elementem maksymalnym (odpowiednio minimalnym) zbioru Y jezeli dla kazdego
y € Y takiego, ze © < y (odpowiednio y < z) mamy x = y. Powiemy, ze © € Y jest
elementem najwickszym (najmniejszym) zbioru Y jezeli y < x (x < y) dla kazdego y € Y.
Ograniczeniem gornym (dolnym) zbioru Y nazywamy element x € X spehiajacy y < z
(x < y) dla wszystkich y € Y. Element najmniejszy, sposrod ograniczen goérnych zbioru
Y nazywamy supremum tego zbioru (lub kresem gornym) i oznaczamy sup Y. Natomiast
element najwickszy, sposrod ograniczeri dolnych zbioru Y nazywamy infimum tego zbioru
(lub kresem dolnym) i oznaczamy inf Y.

Uwaga 1.8. Jesli w pewnym zbiorze istnieje element najwiekszy, to jest on jedynym ele-
mentem maksymalnym tego zbioru a takze jego kresem goérnym. Na ogoét zbiér moze mieé
wiele elementéw maksymalnych, lub nie mie¢ ich wcale. Moze tez si¢ zdazy¢, ze zbiér ma
doktadnie jeden element maksymalny, ale nie ma elementu najwiekszego. Jezeli supremum
zbioru moze do niego nie nalezeé¢, a jezeli nalezy to jest jego elementem najwiekszym. Po-
dobne zaleznosci zachodza tez miedzy infimum, elementami najmniejszymi i elementem
minimalnym.

Uwaga 1.9 (Zasada dualnosci). Dla kazdego zbioru uporzadkowanego (X, <) mozna zde-

finiowaé relacje z > y PN y < z, dla dowolnych =,y € X, ktora jak tatwo sprawdzi¢,
jest rowniez porzadkiem. Pare (X, >) nazywamy dualnym odpowiednikiem pary (X, <).
Jesli w zdaniu dotyczacym porzadku zastapimy wszystkie wystapienia relacji < (jawne
lub niejawne) przez relacje > otrzymamy zdanie do niego dualne. Na przyktad pojecia
supremum oraz infimum sa do siebie dualne (podobnie jak pojecia elementu najwiekszego
i najmniejszego, oraz maksymalnego i minimalnego). W szczego6lnosci,

zdanie dualne do zdania prawdziwego dla wszystkich zbiorow czesciowo uporzqd-
kowanych jest prawdziwe.

Powyzsza zasada pozwala formalnie pomijaé¢ dowody dualnych faktow, ktére w literaturze
zbywa sie czesto stwierdzeniem, ze "dowod jest analogiczny".

Teraz pokazemy, ze supremum sumy zbioréw to supremum supremoéw jej sktadnikow.
Analogicznie zachodzi zdanie dualne z infimum. Jest to ogélna forma wyrazenia faktu, ze
operacje sup oraz inf sg taczne (tam gdzie okreslone).

Stwierdzenie 1.10 (Laczno$é supremum i infimum). Niech {E;}ic; bedzie rodzing pod-
zbiorow zbioru uporzqdkowanego X oraz niech E = U;c; E;.

(1) Jesli dla kazdego i € I istnieje sup E; oraz istnieje sup;c;sup E;, to istnieje sup E
oraz sup F = sup;c;sup F;.

(2) Jesli dla kazdego i € I istnieje inf E; oraz istnieje inf,crinf E;, to istnieje inf E oraz
inf £ = inf,c;inf F;.
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DowoOD. 1) Wezmy y € E = U;er Ei. Wtedy istnieje indeks ¢ € I, dla ktorego y € E;
oraz zachodzi y < sup F; < sup;c;sup £;. Zatem sup;c;sup F; jest ograniczeniem gornym
zbioru E. Pokazemy, ze sup;c;sup F; jest elementem najmniejszym sposroéd ograniczeil
gornych zbioru E. Niech x € X bedzie innym ograniczeniem gérnym zbioru E = U;¢; E;.
Wtedy © > e dla kazdego e € E, czyli w szczegélnosci x > y dla dowolnego y € F; i
dla kazdego ¢ € I, oraz z definicji supremum z > sup F;. Mamy wiec, ze x > sup F; dla
kazdego i € I. Wiec x jest ograniczeniem gornym zbioru {sup E; };¢;, a z definicji supremum
x 2> sup,c;sup E;. Wiee supremum zbioru £ istnieje 1 wynosi sup £ = sup;¢; sup F;.

2) Jest to zdanie dualne do zdania 1), zachodzi wiec z Uwagi 1.9. O]

Definicja 1.11. Kratg nazywamy uporzadkowany zbiér X, w ktorym dla kazdej pary
elementow z,y € X istnieja sup{z,y} oraz inf{z, y}.

Uwaga 1.12. Jesli wszystkie pary elementéow x,y € X posiadajg supremum, to stosujac
Stwierdzenie 1.10 oraz indukcje matematyczna, otrzymujemy, ze kazdy skoiniczony ciag
x1,...,n € X bedzie mial supremum oraz

sup{xy, ..., z,} = sup{sup{z1,....,zo 1}, s}

Analogiczne (dualne) stwierdzenie zachodzi dla infimow. Zatem krata to uporzadkowany
zbior, w ktorym wszystkie niepuste skoriczone podbiory posiadaja suprema i infima.

Przyktad 1.13. Zbioér potegowy P(A) dowolnego zbioru A, wraz z porzadkiem zadanym
przez zawieranie C jest kratg. Supremum podzbioréw w tej kracie jest rowne ich sumie, a
infimum ich czesci wspolnej. To znaczy, dla B,C' € P(A) mamy

sup{B,C} =BUC oraz inf{B,C}=BnC.

Przyktad 1.14. Zbior dodatnich dzielnikéw D(n), dowolnej liczby naturalnej n, uporzad-
kowany przez relacje podzielnosci | jest krata. W tej kracie supremum dwoch dzielnikow
a,b € D(n) jest rowne ich najmniejszej wspolnej wielokrotnosci sup{a, b} = NWW (a,b), a
infimum ich najwiekszemu wspoélnemu dzielnikowi inf{a, b} = NWD(a, b).

Przyklad 1.15. Podprzestrzenie skoniczenie wymiarowej przestrzeni liniowej V', uporzad-
kowane przez zawieranie C rowniez tworza krate. W tym przykladzie supremum dwoéch
podprzestrzeni U, W C V jest rowne ich sumie algebraicznej sup{U, W} = U + W, a
infimum ich czesci wspélnej inf{U, W} =UNW.

Definicja 1.11 przedstawia krate w znaczeniu porzadkowym. Jednak mozna te strukture
zdefiniowaé¢ rowniez w sposob algebraiczny, jak w ponizszej Definicji 1.16. W Stwierdzeniach
1.17, 1.18 pokazemy, ze definicje te sa réwnowazne.

Definicja 1.16. Niech V i A beda dzialaniami dwuargumentowymi na zbiorze X. Trojke
(X, V, A) nazwiemy kratq algebraiczng jezeli dla dowolnych z,y, z € X zachodza

(facznosé) x A (yANz)=(xAy)ANz oraz zV(yVz)=(xVy)Vz;
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(przemienno$é) z Ay=yAx oraz zVy=yVuz;
(absorpcja) z A (zVy)=zV(rAy) ==z

Stwierdzenie 1.17. Jezeli (X, <) jest kratq porzqdkowa, to trajka (X,V,\) wraz z ope-
raciams
zVy:=sup{z,y}, zAy:=inf{z,y}

tworzy krate algebraiczng. Ponadto kazda z operacyi V lub A determinuje porzgdek <, gdyz
Vaeyex TSY <= aVy=y < zTAy=u.

DowOD. Laczno$é operacji V i A wynika ze Stwierdzenia 1.10 zastosowanego do zbioru
{z,y,2} = {2} U{y} U {z}. Natomiast przemiennos¢ zachodzi, poniewaz argumentami
operacji supremum i infimum sg zbiory. Zatem aby udowodnié, ze uktad (X, V, A) jest krata,
pozostaje pokazaé aksjomat absorpcji. Nierownos$ci w jedna strone zachodza z definicji
supremum i infimum:

zA(xVy)=inf{z,(zVy)} <z <sup{z,(zAy)} =2V (zAy).

W celu pokazania nieréwnosci przeciwnej zauwazmy, ze x jest ograniczeniem dolnym ele-
mentéw x 1 x V y, czyli ich najwieksze ograniczenie dolne x A (z V y) > x. Analogicznie
korzystajac otrzymujemy nieréwnos$¢ z > x V (x A y). Zatem trojka (X, V, A) jest krata.
Zauwazmy ponadto, ze jesli x < y, to najmniejszym ograniczeniem gérnym elementow
x 1y jest y, a ich najwiekszym ograniczeniem dolnym z. Zatem z < y jest rownowazne,
temu ze x Vy =y, jak i temu, ze t Ay =y O]

Stwierdzenie 1.18. Jezeli (X, V, A) jest kratq algebraiczng, to relacja

x<y<g>x\/y:y

jest porzqdkiem kratowym takim, Ze
V zyex sup{z,y}=zVy oraz inf{z,y}=zAy.

DowOD. Pokazemy, ze relacja < zdefiniowana przy pomocy operatora V jest porzadkiem.
Niech z,y,z € X. Zwrotno$¢ wynika z absorpcji zVz =z V (zV (xAy)) = (zVzx)V
(xANy) =axV(rAy) =z Zzalozenia, ze t < yiy < z,tzn. xVy =yiyVz = z,
mamy ¢V z=azV(yVz) =(xVy Vz=yVz=z wieca < z a zatem relacja
< jest przechodnia. Antysymetrycznosé otrzymujemy automatycznie z definicji relacji <.
Mianowicie, jesli z < y oraz y < z mamy tox =yVzr =z Vy=y.

Pokazemy, ze x V y jest supremum elementow x,y € X. Dowdd, ze x A y jest infimum
jest dualny (analogiczny). Zauwazmy, ze

zA(xVy)=(xAx)Vy=xAy<=z<zVy
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oraz
yNzVy)=(@Vy ANy=axzVy<=y<zVy.

Zatem x Vy jest ograniczeniem gérnym elementéow x i y. Niech z € X bedzie ograniczeniem
gornym elementow x i y. Wtedy (xVy)Vz=zV(yVz)=axVz=zczylizVy<z To
oznacza, ze x V y jest najmniejszym ograniczeniem goérnym. O]

Skoro krata to zbior z dwoma operacjami naturalne jest pytanie, czy te dzialania sa roz-
dzielne wzgledem siebie nawzajem. Latwo dowies¢, ze kazda krata jest poddystrybutywna
(podrozdzielna), tzn. dla kazdych x,y, 2 € X w kracie X zachodza nieréwnosci

(xANy)Vz<(zVz)A(yVz) oraz (zVy Az< (zAz2)V(yAz).
Na ogo6! jednak nieréwnosci te nie sg rownosciami.

Definicja 1.19. Mowimy, ze krata X jest dystrybutywna (rozdzielna), jezeli dla dowolnych
x,y, 2 € X zachodza réwnosci

(xAy)Vz=(xVz)A(yVz) oraz (xVyANz=(xAz)V(yA=z).
Innymi stowy, A jest rozdzielne wzgledem V i vice versa.

Uwaga 1.20. Zgodnie z zasada dualnosci mozna wykazac, ze w kazdej kracie rozdzielnosé
A wzgledem V jest rownowazna rozdzielnosci V wzgledem A. Zatem w powyzszej definicji
wystarczy zalozy¢ zachodzenie jednej z réwnosci.

Przyklad 1.21 (Krata niedystrybutywna). Rozwazmy tak zwana krate Ny, sktadajaca
sie z pieciu elementéw a, b, ¢, d, e, spetniajacych warunki: ¢ < z < a, dla kazdego = € Nj;
bANd=eANb=coraz bANd=eAb=c. Diagram Hassego tego porzadku przedstawia sie
nastepujaco:

c
W tej kracie dV (bAe) =dVc=doraz (dVDb) A (dVe)=aAe=e. Czyli
dV (bAe)# (dVb)A(dVe).

W péiniejszej czedci pracy zajmiemy sie kratami wektorowymi oraz kratami Banacha,
ktore jak wykazemy sa zawsze dystrybutywne.
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1.2 Uporzadkowane przestrzenie wektorowe

W calym tym podrozdziale X bedzie przestrzenia wektorowa nad ciatlem liczb rzeczy-
wistych R. Zatem elementy zbioru X sa wektorami, ktére mozemy dodawaé¢ oraz mno-
zy¢ przez skalar, tzn. okreslone sa dziatania X x X 3 (z,y) —— = +y € X oraz
R x X 3 (a,x) — ax € X spelniajace standardowe aksjomaty rodzielnosci, tacznosci,
Czy przemiennosci.

Definicja 1.22. Uporzqdkowang przestrzeniq wektorowq nazywamy przestrzen wektorowa
X wraz z porzadkiem < zgodnym ze struktura liniowa w nastepujacym sensie: dla kazdych
z,yY,z € X 1 > 0 mamy

(zgodno$é z dodawaniem) jezeli z < y, to x + z < y + z oraz
(zgodno$é z dodatnim skalowaniem) jezeli x < y, to ax < ay.

Podane wczesniej Przyktady 1.3, 1.4 i1 1.5 sa podstawowymi modelami przestrzeni wek-
torowych uporzadkowanych:

Przyktad 1.23 (Przestrzenie funkcyjne). Na zbiorze F'(M) funkcji rzeczywistych x : M —
R strukture liniowa definiujemy punktowo, tzn.

(e +y)(t) =a(t) +y(t),  (a@)(t) == az(t)  tel,

gdzie x,y € F(M) ia € M. Wraz z porzadkiem zadanym punktowo, jest to uporzadkowa-
na przestrzen wektorowa. Oczywiscie, kazda podprzestrzen liniowa przestrzeni F/(M) jest
rowniez przestrzenia tego typu. Na przyktad, w zaleznosci od strutkury zadanej na M,
mozemy rozwazac nastepujace podprzestrzenie:

(1) Przestrzen funkcji ograniczonych B(M) jest podprzestrzenia liniowa w F'(M).

(2) Jezeli M jest przestrzenia topologiczna, to przestrzen funkcji ciggtych C(M) jest
podprzestrzenia liniowa w F'(M).

(3) Jezeli (M, 3, u) jest przestrzenia z miara, to przestrzen funkcji mierzalncyh M(M)
jest podprzestrzenia F'(M)

(4) Jezeli M = [a,b] jest przedziatem, to przestrzen funkcji rézniczkowalnych w sposdb
cigglty CW]a, b] jest podprzestrzenia F(M).

Przyklad 1.24 (Przestrzenie ciagow). Jezeli M = N to funkcje na M utozsamimy z cia-

gami i wtedy mamy nastepujace wazne podprzestrzenie liniowe przestrzeni F'(M):

> ={z = (z(1),2(2),...) : sup |z(k)| < oo} (przestrzen ciagoéw ograniczonych)
keN

ci={x = (2(1),2(2),...) 1 I z(cc)er klggo x(k) = x(o0)} (przestrzen ciagéw zbieznych)
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co = {xr = (x(1),2(2),...) : klim z(k) =0} (przestrzen ciagow zbieznych do zera)
coo = {z = (z(1),...,2(N),0,0,...) : N € N} (przestrzen ciagow skoriczonych).

Wszystkie te przestrzenie ze strutura zadana po wspotrzednych sa uporzadkowanymi
przestrzeniami wektorowymi.

Przyktad 1.25 (Przestrzenie funkcji mierzalnych). Jezeli (M, X, u) jest przestrzenia z

miara, to omoéwiona w Przyktadzie 1.6 przestrzen funkcji mierzalnych Lo(p) z porzadkiem
p-pw
< oraz z mnozeniem przez skalar i dodawaniem wektoréw zdefiniowanymi punktowo

jest uporzadkowang przestrzenia wektorows. Automatycznie réwniez podprzestrzennie tej
przestrzeni sa uporzadkowanymi przestrzeniami wektorowymi. Do najwazniejszych naleza

(1) Przestrzenie funkcji catkowalnych w p-tej potedze
LP(p) = {x € Lo(p / |z[Pdp < oo} p € (0,00).

(2) Przestrzen funkcji istotnie ograniczonych

L>®(p) ={x € Lo(p) : inf sup [2(t)] < oo}
H(A)=0 e A

Aby przestrzen wektorowa byta uporzadkowana wystarczy zatozy¢ dwa warunki zawarte
w Definicji 1.22. Jednak mozna z nich wyprowadzi¢ wiele innych przydatnych zaleznosci
opisujacych te strukture.

Lemat 1.26. W kazdej uporzqdkowanej przestrzeni wektorowej (X, <), dla dowolnych
x,y, 2,0 € X oraz a, 3 € R zachodzqg ponizsze wltasnosci

(1) Jesliz <yiz<v, tox+z<y+v;
(2) Jesli z <y ia<0, toaxr > ay;
(3) Jeslix >0 ia<f, toar < fz.
DOwOD. 1) Z zachowania porzadku, przy dodawaniu wektoréw dostajemy
SKy=z+z<y+z oraz 2<v=z+y<v+y.

Zatem = 4 z < y + v z przechodnioéci relacji <

2) Z zachowania porzadku przy dodatnim skalowamu mamy —axr < —ay. Dodajac do
tej nierownosci obustronnie wektor ax 4+ ay, otrzymujemy ax > ay.

3) Z zachowania porzadku przy dodatnim skalowaniu, mamy (6 — a)z > 0, zatem
Bx — ax > 0. Dodajac do tej nieréwnosci obustronnie ax otrzymujemy Sz > ax. ]
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Definicja 1.27. Stozkiem w przestrzeni wektorowej X nazywamy zbior S C X speliajacy
warunki

(zamknieto$é na sumy) S+ S C S,
(zamknieto$é na dodatnie skalowanie) oS C S, dla kazdego a > 0;
(zerowy przekroj) SN (—S)={0}.

Okazuje sie, ze uporzadkowane przestrzenie wektorowe sa réwnowazne przestrzeniom
wektorowym ze stozkiem. Wykazemy to w ponizszych Stwierdzeniach 1.28, 1.30.

Stwierdzenie 1.28. W uporzqdkowanej przestrzeni wektorowej (X, <) zbidr
Xy ={reX:2>0}

jest stozkiem. Ponadto determinuje on porzaqdek, gdyz dla dowolnych x,y € X mamy
ry<=y—zeX,.

DowOD. Wezmy x,y € X, to znaczy elementy x,y € X takie, ze x > 01y > 0.
Dodajac obustronnie do pierwszej nieréwnosci element y, otrzymujemy z +vy > y > 0.
Zatem x +y € X, z przechodniodci <. Wezmy teraz dodatni skalar « € R,. Poniewaz
porzadek jest zgodny z dodatnim skalowaniem, to ax > 0, czyli ax € X . Nastepnie niech
x€e€ X, N(=Xy),czyliz > 01i —x > 0. Po dodaniu obustronnie do drugiej nieréwnosci
wektora x dostajemy x < 0. Zatem x > 01z < 0, skad = 0. Pokazalidmy, ze X, jest
stozkiem. Zauwazmy dodatkowo, ze y —z € X, <= 0 < y — 2 <= =z < y, co dowodzi
drugiej czesci stwierdzenia. ]

Definicja 1.29. Stozek X, = {x € X : & > 0} nazywamy stozkiem dodatnim, a jego
elementy wektorami dodatnim: w kracie wektorowej X.

Stwierdzenie 1.30. Jezeli (X,S) jest przestrzeniq wektorowq, wraz z zadanym na niej
stozkiem S C X, to (X, <) jest uporzadkowang przestrzeniq wektorowq przez relacje <,
zadang formutq

x<y<g>y—x65.

Ponadto S = X, jest stozkiem wektorow dodatnich w przestrzeni (X, <).

DowOD. W tym dowodzie z,y,z € X oraz a € R,. Najpierw pokazemy, ze relacja <
zadaje porzadek. Jest ona zwrotna, poniewaz r —x = 0 € S. Niech x < y iy < z, to
maczy y —x,z —y € S, czyli z —x = (z —y) + (y — z) € 5 jako suma wektorow ze
stozka S. Zatem relacja < jest rowniez przechodnia. Zalézmy, ze x < y i y < z, to znaczy
ze odpowiadajace roznice sa w stozku, y — z,z —y € S. Jest to réwnowazne z tym, ze
y—x € Siy—uaz e (=95). Zatem z wlasnosci zerowych przekrojow w stozku y — z = 0,
czyli x = y. Czyli relacja < jest antysymetryczna.
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Teraz pokazemy, ze porzadek < jest zgodny ze struktura wektorowa przestrzeni X.
Niech z < y, czyli y — x € S. Stad, skracajac z, dostajemy (y + z) — (z + 2) € S.
Zatem z definicji relacji < otrzymujemy x + 2z < y + 2. Czyli porzadek jest zachowany przy
dodawaniu wektorow. Niech teraz x < y, czyli y—x € S. Korzystajac z zamknietosci stozka
na dodatnie skalowanie, dostajemy, ze a(y — x) € S. Czyli innymi stowy ay —az € S, co z
definicji porzadku oznacza, ze axr < ay. Wiec dodatnie skalowanie wektoréw z przestrzeni
X zachowuje porzadek.

Ponadto dowolny element x € S mozna przedstawi¢ w postaci x — 0 € S, ktora jest
rownowazna z dodatniosciag badanego elementu x > 0. Zatem S jest stozkiem wektorow
dodatnich, czyli S = X,. O

Lemat 1.31. W uporzqdkowanej przestrzeni wektorowej (X, <), dla dowolnych z,y,z € X,
prawdziwe sq nastepujgce zdania:

(1) Jesli istnieje x V y, to istnieja (—x) A (—y), (x +2) V (y + z) oraz
—(@Vy) =(=2)A(=y), (VY +z=(@+2)V(y+2);
(2) Jesli istnieje x Ay, to istniejg (—x) V (—y), (x +2) A (y + 2) oraz

—(@Ay)=(=2)V(=y), (@AY +z=(@+2)N(y+2)

DowoOD. (1). Korzystajac z 2) z Lematu 1.26 przeksztalcamy nieréwnosci z,y < z V
y na —z,—y > —(z V y). Otrzymane nierébwnosci oznaczaja, ze element —(x V y) jest
ograniczeniem dolnym —z i —y. Niech z € X bedzie ograniczeniem dolnym —x i —y, czyli
(—z),(—y) = 2. Wtedy x,y < —z, wiec ich supremum jest od niego mniejsze =z V y < —z,
czyli —(xVy) > z. Zatem —(x Vy) jest najwiekszym ograniczeniem dolnym elementow —z
i —y. Otrzymujemy wiec, ze (—z) A (—y) istnieje oraz (—z) A (—y) = —(x V y).

Z nieréwnosci x +z < xVy+zoraz y+ 2z < x Vy+ z. A zatem elementy z+ 2z iy + 2
sa ograniczone z gory przez x V y + z. Niech p € X bedzie ograniczniem gérnym x + z i
y+z, czyli (x+2), (y+2) < p. Wtedy =,y < p— 2, zatem p — z jest ograniczeniem gérnym
elementéw z i y, wiec ich supremum jest od niego mniejsze z V y < p — z. Otrzymalismy
(xVy)+z < p, co oznacza, ze (rVy)+z jest najmniejszym ograniczeniem gérnym elementow
x+2ziy+ 2z Zatem (x + 2) V (y + 2) istnieje i jest rowne (z+2) V (y + 2) = (x Vy) + 2.

(2). Dowdd jest dualny (analogiczny), por. Uwaga 1.9. O

1.3 Kraty Wektorowe

W tej sekeji zbadamy uporzadkowane przestrzenie wektorowe, ktore dodatkowo sg kratami.

Definicja 1.32. Kratq wektorowq (lub tez przestrzeniq Riesza) nazywamy uporzadkowang
przestrzen wektorowa (X, <), ktora jest krata, to znaczy istnieja w niej x Ay iz V y dla
dowolnej pary elementow x,y € X.
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Przytoczone w poprzednich sekcjach Przyktady 1.3 -1.6 oraz 1.23-1.25, sg kratami wek-
torowymi, z wyjatkiem przestrzeni funkcji rézniczkowalnych w sposob ciagty C[a, b].

Przyktad 1.33. Przestrzen funkcji rézniczkowalnych w sposob ciagty C™V[—1,1] nie jest
krata. Wezmy na przyklad funkcje z,yy € CM[—1, 1] okreglone wzorami z(t) = t, y(t) = —t.
Wtedy ich supremum punktowe wynosi (z V y)(t) = ||, ale wartos¢ bezwzgledna nie jest
funkcja rézniczkowalna w = = 0. Stad wynika, ze funkcje x i y nie posiadaja supremum w
przestrzeni CM[—1,1].

Okazuje sie, ze aby sprawdzi¢, czy uporzadkowana przestrzen wektorowa jest krata
wektorowa, nie trzeba sprawdzaé istnienia supremum oraz infimum, dla dowolnych par jej
elementow. Wystarczy dowiesé, ze istnieje jedna z tych operacji. A nawet mozna tylko
pokazacé, ze istnieje infimum lub supremum dowolnego elementu z zerem.

Lemat 1.34. W uporzqdkowanej przestrzeni wektorowej (X, <) nastepujgce warunki sq
TOWNOWaZNE

1) (X, <) jest kratq wektorowq;

dla kazdych dwoch wektorow x,y € X istnieje ich infimum x A y;

)
2) dla kazdych dwdch wektorow x,y € X istnieje ich supremum x V y;
)
4)

dla kazdego wektora v € X istnieje jego supremum z zerem x \V 0;

(
(
(3
(
(5) dla kazdego wektora x € X istnieje jego infimum z zerem x N 0.

DowoOD. (1)=(2). Wynika to wprost z definicji kraty wektorowe;.

(2)=(3). Wezmy dowolne dwa wektory z,y € X. Z zalozenia istnieje supremum (—z)V
(—y) wektoréw przeciwnych —x, —y € X. Zatem na mocy Lematu 1.31 istnieje infimum
2Ny = (—(=2) A (—(=9)) = —((~2) V ()

(3)=-(5). Zachodzi ktadac y = 0.

(5)=(4). Wezmy dowolny element = € X. Stosujac Lematu 1.31 do wektora pzeciwnego
—z € X otrzumyjemy, ze istnieje x V 0 = —((—x) A 0).

(4)=(1). Niech z,y € X. Z Lematu 1.31 otrzymujemy, ze istnieje tVy = (z —y)VO0+y
oraz t ANy = (x—y)VO+uy. ]

Definicja 1.35. Dla dowolnego elementu = € X kraty wektorowej (X, <) przyjmujemy
nastepujace oznaczenia:

ry :=x V0, x_=(—-x)VO0, |z =2V (—x).

Ponadto z, nazywamy czescig dodatniq, x_ czeScig ujemng, a |x| wartoscig bezwzgledng
(lub krocej modutem) wektora x. Dodatkowo powiemy, ze dwa elementy kraty wektorowej
x,y € X sa roztgezne jesli |x| A ly| = 0. Piszemy wtedy = L y, czyli

Ly LL (gl Ayl =0.
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Przyklad 1.36. W kracie wektorowej funkcji rzeczywistych F'(M) okreslonych na zbio-
rze M dla funkcji x : M — R czescia dodatnia jest xy = max{x,0}, czeScia ujemna
r_ = max{—=x,0}, a wartoscia bezwzgledna |z| = max{z, —z}. Dla przykladowej funkcji,
wykresy odpowiednich funkcji otrzymanych za pomoca operacji kratowych wygladaja jak
nastepuje

() 74 (t) z(t) jz[()

6] 6] 6] 6]
4 4 4] 4
1 / 2,, 1
: : : : 1 _ :
2 ' 4 _2

2 4 9 2 4 -2 2

_4 9

Zauwazmy, ze funkcja |z| jest suma nieujemnych funkcji z, i z_, a x jest ich réznics.
Dodatkowo warunek z; A z_ = 0 jest réwnowazny temu, ze z, i z_ maja rozlaczne
nosniki. W szczegolnosci rozklad funkcji x = v, —x_ na réznice czesci dodatniej i ujemne;j
jest kluczowym elementem konstrukeji catki Lebesgue’a.

Lemat 1.37. W kracie wektorowej (X, <) dla dowolnych elementow z,y,z € X 1 dodat-
niego skalara o € Ry zachodzq ponizsze wtasnosci

(zasada wlaczen i wylaczen) x+y=axVy+xAy;
(podaddytywnosé) dla z,y,2>0 mamy (x+y)ANz<zAz+yAz;
(dodatnia rozdzielno$é¢) a(z Vy) = (ax) V (ay) oraz oz Ay) = (ax) A (ay).

DowOD. Pokazmy, ze zachodzi odpowiednik zasady wlaczen i wylaczen. Do nieréwnodci
r Ay < zoraz x Ay < y dadajmy odpowiednio wektory y i x. Otrzymujemy w ten sposéb
rANy+x <y+xoraz x ANy+y < x+y. Po odpowiednim przeksztatceniu tych nieréwnosci
otrzymujemy ograniczenie gérne elementéw =,y < x + y — = A y. Zatem supremum tych
elementéw jest od niego nie wicksze. Czyli xVy < z4+y—xAy. Odpowiednie przeksztalcenie
daje nam nieréwnos¢ w lewa strone x +y > x V y + x A y. Poprzez rozumowanie dualne
dostajemy nieréwno$¢ w druga strone.

Dla dowolnych wektorow dodatnich z,y, z mamy (y+2)Az = z oraz z < z+x Az. Stad
oraz z tacznosei infimum (Stwierdzenie 1.10) oraz wzoru na przesuniecie infimum (Lemat
1.31) otrzymujemy

(x+y)Az=(@+yY AN((y+2)A2)=(z+yY)ANy+2)Az=Hy+rxA2)Az2
SW+zA2)AN(z+zNhNz)=xANz+yA-z.

Niech teraz znowu x,y € X beda dowolne. Nieréwnosci z,y < x V y przemnoézmy
przez a € R,. Otrzymujemy w ten sposob ax,ay < a(z V y). Oznacza to, ze element
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a(x V y) jest ograniczeniem goérnym elementéow ax i ay, a zatem jest on wiekszy od ich
supremum (ax) V (ay) < a(z Vy). Z drugiej strony gdy nieréwnosci ax, ay < (azx) V (ay)
przemnozymy przez o' otrzymamy z,y < a '(ax V ay). Zatem element o~ !(az V ay)
jest ograniczeniem gérnym x i y. Czyli ich supremum jest od niego nie wicksze x V y <
a Y (ax V ay). Pozostaje przemnozy¢ powstala nier6wnosé przez a, a(z Vy) < az V ay.
Drugie rownanie otrzymujemy analogicznie poprzez rozumowanie dualne. Pokazalismy wiec
rozdzielno$é dodatniego skalowania. ]

Stwierdzenie 1.38 (Rozklad Jordana). W kracie wektorowej (X, <) dowolny element
x € X 1 jego wartosé bezwzgledng mozna przedstawié formutams

r=xy—x_, 2| =2z + 2,

przy czym xo,x_ > 0 oraz xy L x_. Co wiecej rozktad v = x — x_ jest jednoznaczny w
nastepujgcym sensie: jesl x = u — v dla pewnych roztgcznych dodatnich wektorow u,v €
X, tou=x, 1v=o_.

DowoOD. Z zasady wlaczeni i wytaczen z Lematu 1.37 oraz z Lematu 1.31 otrzymujemy
r=x+0=2V0+2A0=2V0—((—2)V0) =2y —x_.

Wartosé bezwzgledna rozpisujemy z definicji, przesuwamy wydzielamy element —x przed
supremum korzystajac z Lematu 1.31 oraz wylaczamy 2 z rozdzielnosci z Lematu 1.37, i na
koniec korzystamy z definicji czesci dodatniej elementu x oraz wykazanej powyzej réwnosci
r=xy —2x_. W ten spos6b mamy

gl =2V (—2) =2z V0)—2x=2zV0)—zr=20, — (x4 —2z_) =2, +2_.

Jednoznacznosé rozktadu wynika z Lematu 1.31, gdyz jesli x = u — v dla pewnych roztacz-
nych dodatnich wektorow u,v € X, to

u=u—0=u—|u/Alv|=u—uAv=u+(—u)V(—v)=0V(u—v)=0Vz=u1,.
Zatem x =x, —voraz r = v, —x_, skad takze v=x_. ]

Operacja brania wartosci bezwzglednej z wektora zachowuje sie podobnie do wartosci bez-
wzglednej liczby rzeczywistej, wiec jest to trafne rozszerzenie na dowolng krate wektorowa:

Lemat 1.39. W dowolnej kracie wektorowej, dla dowolnych wektorow x,y € X 1 skalara
a € R, operacja brania wartosci bezwzglednej | - | posiada wtasnosci

(niezdegenerowanie) |z| =0 < z =0,
(dodatnia jednorodnosé) |az| = |af - |z|,

(nieréwnodci trojkata) |z +y| < |z| + |y|  oraz ||z| — |y|| < |z —yl.
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DowoOD. Niech |z| = 0. Wtedy x4y + z— = 0. Skoro z,,z_ > 0, to wynika stad, ze
ry = x_ =0, a wiec tez x = vy —x_ = 0. OtrzymaliSmy warunek niezdegenerowania
wartosci bezwzglednej. Nastepnie pokazemy dodatnia jednorodnosé. Dla o € Ry mamy

ar = (az); + (ax)- = (ax) VO + (—az) VO

_{a(x\/0+(—x)v0), dla >0

—a((—2)VO+2v0), da a<o @) =laflzl

Z definicji wartosci bezwzglednej mamy x, —x < |z| oraz y, —y < |y|. Zatem
r+y<lz|+lyl oraz = (z+y)=(-2)+ (-y) <|z|+]y|

Oznacza to, ze |z| + |y| jest ograniczeniem gornym elementéow x + y i —(z + y), wiec ich
supremum jest od niego nie wieksze. Czyli

[z +yl=(z+y)V(=(z+y)) <l|z|+ |y|

Z wykazanej nieréwnosci trojkat wynika rowniez, odwroécona nieréwnosé trojkata. Rzeczy-
wiscie, skoro |z —y| = (z —y) V (y — z) = |y — x|, to stosujac dwukrotnie nier6wnosé
trojkata otrzymujemy

2| =[x —y)+y| <|v—y|+|yl oraz |yl=|y—2)+z[<|y—2+|z

Po przeksztalceniu daje to |z| — |y| < |z — y| oraz |y| — |z| < |z — y|. Czyli ||z| — |y|| <
|z — yl. O

Uwaga 1.40. Czesci dodatnie i ujemne wektoréow sa zgodne z porzadkiem, to znaczy
r < y wtedy i tylko wtedy, gdy x4, < y, oraz y_ < z_. Zauwazmy, ze jesli x < y, to
xV0<yVO0, ato oznacza ze r; < y,. Ady dowie$¢ impikacji w druga strone zauwazmy,
ze skoro —z > —y,tor_ = (—2) V0> (—y) VO =y_, a wiec —z_ < —y_. Korzystajac z
nieré6wnosci r4 < y4 oraz —r_ < —y_ otrzymujemy, ze £ =Ty —T_ < Yy — Y_ =Y.

Mozna wyprowadzi¢ szereg wtasnosci opisujacy zaleznosci miedzy operacjami brania war-
tosci bezwzglednej oraz supremum i infimum.

Lemat 1.41. W kracie wektorowej (X, <) dla dowolnych elementow z,y,u,v € X zachodzq
wtasnosci

2|V |yl = 2(jz + y| + | — y]);

)

(5) |2 Alyl = 3|lz+yl = |z —y]
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DowoOD. (1). Zauwazmy, ze z przesunieé¢ i praw De Morgana z Lematu 1.37 mamy
y+@—yr=y+t@-yVvo=zVy
oraz
Y+ @—y)-=-y+y—a)A0=(-2)V(-y) =—-z Ay
Dodajac obustronnie te réwnosci otrzymujemy (z —y)+ + (x —y)- =z Vy—z Ay, a wiec

ze wzoru na modutl ze Stwierdzenia 1.38 mamy |z —y| =z Vy—x Ay.
(2). Korzystajac z (1) oraz dystrybutywnosci ze Stwierdzenia 1.44 obliczamy

lz—yl=xzVy—axzAy=(xVy+z)—(xANy+2)
=(@VyVz—(zVy Az—(xAy)Vz+(xAy) Az
=(xVv2)VyVz)—(xAz2)VyAz)—(xV2)AyVz)+(@Az)A(yAz)
=lzVz—yVz|+lzAz—yAzl.

(3). Ta wlasnos¢ wynika z dodania i odjecia stronami réwnar

e+y+lr—yl=2(xVy),
r+y—lv—yl=2(xAy),
ktore wynikaja z zasady wiaczen i wylaczen z Lematu 1.37 oraz z rownania (1).
(4). Te wlasnos¢ otrzymujemy z (3) i z Lematu 1.31, a mianowicie

T—y+|r+y vy—l“+|rc+y|

z| V]y| =2V (-2)VyV(~y) = 5 5

1 1
= §]x+y]+§(x—y)\/(y—x)
1 1
=gle+yl+ 5@ -y Vvi-(z—-y)
1
= 5(lz +yl+lz —yl).
(5). Stosujac zasade wlaczen i wylaczen z Lematu 1.37 oraz z (4) otrzymujemy
1
2l Ayl = Jal + lyl = J2[ V |yl = |z + [yl = Sz +y[+ o —yl).
Podstawiajac w powyzszej rownosci x = u + v oraz y = u — v mamy
1
2l Ayl = Ju+ o] + Ju = o] = S ([2u] + [20]) = Ju + o] + |u = v] = Ju] = ]v].

Czyli z (4) oraz (3),

[l Ayl = 2lul V Jo] = ful = o] = Jul + o] + [[ul = Jol| = ul = [o] = |[u] = Jo]|
iz ty r—y| 1
= =51 = =5 = gl +ul =z — ]




TWIERDZENIE PERRONA-FROBENIUSA DLA OPERATOROW NA KRATACH BANACHA 18

Uwaga 1.42. Z wlasnosci (1), (2) z Lematu 1.41 wynikaja nieréwnosci
ltVz—yVz|<|lr—y| oraz |ztAz—yAz|<|z—1y|

Jesli ograniczymy sie do elementéw roztacznych kraty wektorowej cze$¢ dowiedzionych
wczesniej wlasnosci upraszeza sie jeszcze bardziej.

Whniosek 1.43. W kracie wektorowej (X, <) dla dowolnych elementéw roztacznych z,y €
X zachodzq ponizsze wtasnosci

1) |z +yl=lzr—y,

(
(
(3 (x+y)i =Ty + Yy,
(

)

2) ||V lyl = |zl + lyl,
)
)

4) |z +y| = |z| + |yl.

DowOD. (1) Taréwnos¢ wynika z definicji elementow roztacznych |z|A|y| = 0 zastosowanej
do (5) z Lematu 1.41.
(2) Te rownosé otrzymujemy po zastosowaniu wlasnosci (1) z Lematu 1.37,

[V [yl = lx| + [yl = |zl Alyl = =] + [yl

(3). Zauwazmy, ze +y = o4 —x_ 4y —y- = (24 +y4)—(r_+y_), czyli suma wektorow
x 1y jest rowna roznicy elementéw dodatnich (z4 + y4), (x— + y_) € X,. Pokazemy, ze
wektory (zy +y,) oraz (r_ +y_) sa roztaczne. Wtedy z jednoznacznosci rozktadu Jordana
(Stwierdzenie 1.38) otrzymamy (x+vy), =z, +yy oraz (r+y)_ = x_ +y_. Aby wykazac
rzeczong roztaczno$é zauwazmy, ze

0<ys ANo- < (ys+ +y-)A(@s +a-) =[y[Alz| =0

oraz
0<ar Ay < (x4 +x)A(ys +y_) = |z| Aly| =0,

a wiec elementy y, A z_ oraz x, A y_ sa zerowe. Z podaddytywnosci z Lematu 1.37 oraz
7z roztgcznosci czesci dodatniej i ujemnej dowolnego wektora mamy

0<|zy +ys| Al +y-| = (@ +y ) A(o-+y-) < (@ +ye) Aee + (24 +y4) Ay

<
STy ANv_t+ys Noe—+op Ny +yp ANy— = 0.

Stad (¢ +4) L (2 +3_), a zatem (& +y)y = o4 + s oraz ( +y)- = a_ +y_.
(4) Ta rownos¢ wynika bezposrednio z (3), gdyz
[z +yl = (@+y)e+@+y)-=zp +ye +a-+y- =@+ o)+ (g +y-) = o] + ]yl

]
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Jak pokazaliSmy w Przykladzie 1.21 istnieja kraty niedystrybutywne, tzn. w ktoérych
dziatania V i A nie sg rozdzielne wzgledem siebie, patrz Definicja 1.19. Okazuje sie, ze kraty
wektorowe sa zawsze dystrybutywne. Dziatania te sa rodzielne nawet wzgledem nieskon-
czonych supreméw i infiméw, o ile one istnieja.

Stwierdzenie 1.44 (Dystrybutywnosc). W kracie wektorowej (X, <) dla dowolnego pod-
zbioru S C X oraz elementu x € X mamy

(1) jesliint S istnieje, to istnieje infseg{x V s} oraz

xVinfS = ;Ielg{x V s}

(2) jesli sup S istnieje, to istnieje sup,cg{x A s} oraz

xz Asup S = sup{z A s}.
seS

W szczegdlnosci, dla dwuelementowego zbioru S = {y, z} mamy
zVyAz)=(@Vy ANxVz) oraz xA(yVz)=(xAy)V(TxAz).
Czyli (X, <) jest kratg dystrybutywng.

DowOD. Pokazemy (1). Dowod (2) jest analogiczny (dualny). Zalozmy, ze inf S istnieje i
wezmy dowolny x € X. Dla kazdego s € S mamy x Vinf S < x V s. Poniewaz z Vinf S jest
ograniczeniem dolnym elementéow x V s dla kazdego s € S, to

xz Vinf S < inf{z V s},
seS
o ile infimum po prawej stronie istnieje. Zeby wykaza¢ istnienie tego infimum oraz nieréw-
nos¢ przeciwna potrzebujemy pokazaé, ze jezeli z < xVs dla kazdego s € S, to z < xVinf S.

Niech zatem z € X bedzie takie, ze z < x V s dla kazdego s € S. Niech s € S. Korzystajac
z tego, ze s +x =x A s+ x Vs (zasada wlaczen 1 wylaczen, Lemat 1.37) otrzymujemy

s=sANx+sVex—z2sANex+z—rx>inf SAx+2z— .
Zatem biorac infimum po s € S dostajemy inf S > inf SAx+z—x, czyli po przeksztalceniu
z<inf S+ —inf SAx

Zatem stosujac zasade wtaczen i wylaczen do inf S oraz x mamy z < x Vinf S, co nalezato
dowiesé. [

Definicja 1.45. Przedziatem porzgdkowym o poczatku x € X i koncu y € X, w zbiorze
uporzadkowanym X, nazywamy zbior [z,y] :={v € X : z <v < y}.
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Stwierdzenie 1.46 (Rozklad Riesza). W kracie wektorowej (X, <), dla wektoréw dodat-
nich x,y € X zachodzi [0,z + y] = [0, x] + [0, y].

DowOD. Zalozmy, ze z € [0,z] + [0,y]. Wtedy z = 2z + 25, gdzie 0 < z; < x oraz
0< 2 <y. Zatem 0 < z = 21 + 20 < = + ¥, a to oznacza, ze z € [0,x + y|. To dowodzi
inkluzji [0, z] + [0,y] C [0,z + y].

Inkluzja w przeciwna strone jest ciekawsza. Zatozmy, ze z € [0, x+y| i potdézmy u := Az
oraz v := z—u. Wtedy z = u+v oraz 0 < u = v Az < x. Natomiast, korzystajac z Lematu
1.31, mamy

OSKSv=z—aAz=z+(—2)V(=2)=(—2)VO< (z+y—2)VO<yV0O=y.
Zatem u € [0,z] i v € [0,y], a wiec z € [0, 2] + [0, y]. O

Wnhniosek 1.47 (Podaddytywnosé¢ infimum). W kracie wektorowej (X, <), dla wektorow
dodatnich x,y,z € Xy zachodzi (x+y)Nz<zAz+yAz.

DoOwOD. Oznaczmy w = (z 4+ y) A z. Wtedy 0 < w < z + y, wiec e Stwierdzenia 1.46
w = wy + we dla pewnych 0 < w; < 10 < wy < y. Oczywiscie mamy tez w; < w =
(x+y)ANz<zorazwy, < w = (x+y) Az <z Zatem w; < x Aziwy <yA z Czyli
ostatecznie w = w; +ws < Tz ANz +yA 2. ]

1.4 Idealy porzadkowe

Niniejsza sekcja zawiera podstawowe informacje dotyczace ideatéw porzadkowych, niezbed-
ne do dalszych rozwazan. Bardziej szczegotowe omoéwienie tego zagadnienia mozna znalezé
na przyklad w ksiazkach [21], [23].

Definicja 1.48. Powiemy, ze podzbior Y C X w kracie jest

e podkratq wektorowq X, jezeli Y C X jest podprzestrzenia wektorowa X zamknieta
na operacje kratowe, tzn. x Vy, x Ay € Y dla dowolnych z,y € Y,

e solidnym podzbiorem X, jezeli z tego, ze |z| < |y| wynika, ze x € Y dla dowolnych
reX,yey,;

e ideatem porzgdkowym (lub krocej ideatem) X, jezeli Y C X jest solidna podprze-
strzenia wektorows.

Przyklad 1.49. W kracie wektorowej R? z porzadkiem po wspotrzednych ideatem (po-
rzadkowym) jest prosta rzeczywista I = {(x,0) € R? : x € R}.

Natomiast zbior wszystkich ciagéw zbieznych c jest podkrata wektorowa w zbiorze
wszystkich ciagéw ograniczonych ¢ ale nie jest ideatem. Rzeczywiscie wezmy ciagi ©x =
(1,-1,1,-1,...) e iy =(1,1,1,1,...) € c. Wtedy oczywiscie (1,1,...) = |z| < |y| =
(1,1,...), ale x nie jest ciaggiem zbieznym.
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Definicja 1.50. Ideatem generowanym przez niepusty zbior A C X nazywamy najmniej-
szy ideal zawierajacy ten zbiér i oznaczamy go przez [4. Ideal generowany przez zbior
jednoelementowy A = {z} nazywamy ideatem gltéwnym generowanym przez zo € X i
oznaczamy go przez I, .

Stwierdzenie 1.51. Ideal generowany przez zbior A C X mozna przedstawic¢ w postaci

Iy ={z € X :|z| <> Nlzi| dla pewnych {z;}}; C A oraz {\;}{-, C Ry},

i=1

a ideatl generowany przez element xo € X w postaci
I, ={x € X : |z| < A|xo| dla pewnego A € R }.

DowOD. Wprowadzmy oznaczenie

P {w € X+ fa] < 32 Ailai] dla pewnyeh {a:}i, C Aoraz (A}, C Ry}
i=1

Aby udowodnié¢ inkluzje I4 C P wystarczy wykazaé, ze P jest idealem zawierajacym zbior
A. Poniewaz dla kazdego x € A zachodzi nier6wnosé¢ |z| < 1-|z|, to A C P. Teraz
udowodnimy, ze P jest podprzestrzenig wektorowa. Wezmy w tym celu dowolne x,y €

Pia,p € Ry. Z konstrukcji zbioru P wynika, ze dla pewnych {z;}7,{y;}72; € A
oraz {Ai};";l,{A}}T:l C R, zachodza nieréwnosci |z| < Y0 Nilxil, |y < POy )\;|yj|

Wprowadzmy dodatkowo nowe ciagi, poprzez oznaczenia

21 = X1y +ovy Bp = Tny wovy Zn41 = Y15 -5 Zn4m = Ym,

oraz
)\/1/ = ‘Oé’)\l, cee )\Z = |a|>\na Z+1 = |ﬁ‘)‘/1’ ) A = |/6|)\;n

n+m

Wtedy zachodzi nieréwnosé

oz + By| < laz|+ [Byl = laf - |z + 8] - lyl < lal Y Nilwi| + 18] D2 Njlyl
i=1 j=1

n m n+m
= lefNilwal + D0 1BIN |yl = D Az,
=1 7j=1 k=1

z ktoérej wynika ze liniowa kombinacja ax + By € P. Pozostaje udowodnié, ze zbiér P jest
solidny w X. Wezmy wiec dowolny element w € X. Wtedy z tego ze |w| < |z| wynika
nierownosé |w| < Y0, Az, ktora oznacza, ze w € P.

Inkluzje w druga strone P C [4 wykazemy korzystajac z solidnosci zbioru 4. Miano-
wicie pokazemy, ze dla kazdego x € P zachodzi |z| < |y|, dla pewnego y € I4, czyli z
solidnosci zbioru I4 bedzie to oznaczato, ze x € [4. Wezmy wiec x € P. Wtedy z kon-
strukeji zbioru P zachodzi nier6wnosé |z| < Y0, Ai|z;| dla pewnych {z;}7, C A C I4
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i {\}, € R,. Dodatkowo z solidnosci I4 i z tego, ze ten zbior jest podprzestrzenia -
kombinacja liniowa moduléow elementow z 4 jest rowniez w tym zbiorze Y} | \;|x;| € 4.
Otrzymujemy wiec ostatecznie nieréwnosé

n

2] <Y Nilwl =
=1

Y

n
i=1

z ktorej wynika, ze x € 4.
Posta¢ idealu generowanego przez element I,, wynika z przedstawienia idealu genero-
wanego przez zbior 4. Wystarczy przyja¢ zbior jednoelementowy A = {z¢}. O

Definicja 1.52. Niech (X, <) bedzie krata wektorowa. Element e € X, | ktory dla kazdego
x € X i dla pewnego dodatniego skalara A > 0 spetnia nieré6wnos¢ |z| < Ae nazywamy
jedynkq (porzgdkowq).

Whiosek 1.53. Element dodatni e € X, jest jedynkq porzqdkowq wtedy 1 tylko wtedy, gdy
wdeal gtowny generowany przez e jest catq przestrzeniq, czyli gdy I, = X.

W szczegolnosci dowolny element dodatni e € X jest jedynkq porzqedkowq w ideale
gtownym 1. generowanym przez e.

DOWOD. Ze Stwierdzenia 1.51 otrzymujemy, ze dla wektora dodatniego e € X,
I. = {z € X :|z| < e dla pewnego A € R, },

skad natychmiast wynika teza. ]



Rozdzial 2

Kraty Banacha

2.1 Przestrzenie Banacha

Zanim przejdziemy do omawiania krat Banacha przypomnimy najpierw podstawowe infor-
macje na temat przestrzeni Banacha, znane ze standardowego kursu analizu funkcjonalne;j.
Dowody wielu twierdzeri bedziemy pomija¢. Czytelnika potrzebujacego zglebié¢ dokladniej
temat zapraszamy do lektury np. [17] i/lub [18].

Definicja 2.1. Normg przestrzeni wektorowej X jest funkcja rzeczywista || - || : X > 2 —
||| € Ry spelniajaca, dla kazdego =,y € X oraz a € R, nastepujace warunki:

(niezdegenerowanie) ||z|]| =0 < z =0,
(dodatnia jednorodnosé) |az| = |||z,
(nierownosé trojkata) ||z + y|| < ||z| + ||yl
Przestrzen wektorowsg ze zdefiniowana na niej norma nazywamy przestrzeniq unormowang.
Norma zadaje metryke na X wzorem
d(z,y) =z —yll, =zyekR

W szczegdlnodci, przestrzenie unormowane wyposazone sa w topologie, w tym pojecie
zbieznosci. 1 tak na przyktad, ciag {z,}5°, C X jest zbiezny do x € X wtedy i tylko
wtedy, gdy lim,, . ||z, — || = 0. Natomiast ciag {z,}°°; C X jest ciggiem Cauchy, gdy
My, ;m—oo || Zn — Tm|| = 0.

Definicja 2.2. Przestrzenig Banacha nazywamy przestrzenn unormowang zupetna, tzn.
przestrzenia (X, || - ||), w ktorej kazdy ciag Cauchy jest zbiezny.

Uwaga 2.3. Podzbior przestrzeni zupetnej jest przestrzenig zupetna wtedy i tylko wte-
dy, gdy jest domkniety. W tym sensie, zupetnosé jest synonimem domknietosci. Zatem
kazda domknieta podprzestrzen liniowa przestrzeni Banacha jest przestrzenia Banacha.
Natomiast kazda podprzestrzeni liniowa niedomknieta, jest przyktadem przestrzeni unor-
mowanej niezupelinej.

23
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Przestrzenie wektorowe z Przyktadow 1.4, 1.23, 1.24, 1.25, poza kilkoma wyjatkami sa
przestrzeniami Banacha z naturalnymi normami. Oméwmy to nieco doktadnie;j.

Przyktad 2.4 (Przestrzenie skoriczenie wymiarowe). Kazda przestrzen liniowa n-wymiarowa,
nad R mozna utozsamié¢ z przetrzenia R"”. Na tej przestrzeni istnieje wiele r6znych norm.
Na przyktad dla kazdego p € [1,00) wzor

3 =

el = (3 et

zadaje p-tg norme. W szczegblnosci, dla p = 2 otrzymujemy tzw. norme euklidesowq, czyli

ol = (3= o) = VIO + @ + .+ Lo

Mozna tu tez okresli¢ norme ||z||o := supy_; _,|z(k)|. Niemniej jednak, na przestrzeni
R™ wszystkie normy sa rownowazne, co z topologicznego punktu widzenia oznacza, ze nie
jest wazne ktora wybierzemy. W szczegélnosci, kazda skonczenie wymiarowa przestrzen
unormowana jest automatycznie przestrzeniqg Banacha.

Przyklad 2.5 (Przestrzenie funkcyjne). Na przestrzeni wszystkich funkcji F'(M) na zbio-
rze M nie istnieje naturalnie okreslona norma. Natomiast na podprzestrzeni B(M) funkcji
ograniczonych okreslona jest norma supremum

[2]loc = sup [2(2)],
teM

w ktorej to B(M) jest przestrzenia zupetna. Czyli B(M) jest przestrzeniq Banacha. Przy-
pomnijmy tu wazny i znany fakt, ze dla ciggu funkcji

zbiezno$é w normie supremum jest rownowazna zbieznosci jednostajne;.

Jezeli M jest przestrzenia topologiczna, to mozemy rozwazaé przestrzen funkcji ciagtych
C(M) C F(M). Przy czym, na ogol na tej przestrzeni norma || - ||« jest nieskorczona
(funkcje ciagte nie musza by¢ ograniczone). Natomiast przestrzen funkcji ciggltych i ogra-
niczonych Cy(M) = C(M) N B(M) jest domknieta podprzestrzenia przestrzeni Banacha
B(M). Zatem Cy(M) tez jest przestrzenia Banacha. Jezeli M jest zbiorem zwartym, wszyst-
ko sie dobrze sktada, poniewaz na zbiorze zwartym funkcje ciggte osiggajq swoje kresy, a
wiec sa ograniczone. Czyli w tym przypadku C'(M) = Cy(M) jest przestrzenia Banacha z
norma supremuim.

Przyklad 2.6. Przestrzen funkcji roiniczkowalnych w sposéb ciggty CW[—1,1] wraz z
norma supremum nie jest przestrzenia Banacha. Rozwazmy na przykltad nastepujacy ciag
funkcji
0 dlat e [-1,0
ralt) = {00 —
t'tw dlat e 0,1]
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Zauwazmy, ze kazda z tych funkcji jest rozniczkowalna w sposob ciagly. Zatem {z,} jest
ciggiem elementoéw z przestrzeni C™V[—1, 1]. Ponadto ciag ten jest zbiezny jednostajnie do
funkcji
|0 dla te[-1,0)
‘W)_{ t da telo,1]

ktora nie jest rozniczkowalna. Zatem ciag {x,} jest ciagiem Cauchy w normie supremum,
ale jego granica nie nalezy do CM[—1,1]. Czyli przestrzen C(Y[—1,1] nie jest zupelna w
normie supremum. Mozna jednak pokazaé, ze przestrzen ta jest przestrzenia Banacha z
norma
lzlly = sup |z()] + sup [2'(2)].
te[—1,1] te[—1,1]

Przyktad 2.7 (Przestrzenie ciagow). Naturalna norma na przestrzeniach ciagéow jest nor-
ma Supremum

|2]|o = sup|z(k)|;
keN

Wraz z tg norma przestrzeniami Banacha sa przestrzen ciagéw ograniczonych ¢, prze-
strzen ciagéw zbieznych c¢ oraz przestrzen ciagéw zbieznych do zera cy. Takiej struktury
nie posiada jednak przestrzen ciggow skoriczonych cyy, ktéra z norma supremum, czy p-tq
normaq

el = (32 |a:<k>|p)‘1’

jest przestrzenia unormowang, jednak nie jest przestrzenig zupetna. Wezmy na przyktad

ciag zdefiniowany wzorem x = (1, %, %, ey %, 0,0,...). Jest on ciagiem Cauchy’ego w oby-
dwu normach, jednak dazy on do elementu (1, 3,3, ...), ktory nie jest ciggiem skonczonym.

Przyklad 2.8 (Przestrzenie funkcji mierzalnych). Na przestrzeniach funkcji mierzalnych
M(M) oraz Ly(p) nie istnieja naturalnie okreslone normy, ktére bylyby skoriczone dla
wszystkich elementow tych przestrzeni. Jednak podprzestrzenie LP(u), p € [1,+00), oraz
L>(p) przestrzeni Lo(p), wraz z p-tg normg

Izl = ( [ lotdu)”

oraz mormg supremum istotne

x| = inf sup |z(t)],
Joll =, sup [o(0)

odpowiednio, sg przestrzeniami Banacha. Dodatkowo jesli M = N i y jest miara liczaca,
to mozemy potraktowaé funkcje jak ciagi i wtedy catka wzgledem p jest suma szeregu.
Wowczas LP(u) = F = {x = (x(1),2(2),...) € R" : ¥°°|z|P < oo} staje si¢ przestrzeniq
ciggow catkowalnych w p-tej potedze i wraz z p-ta norma jest przestrzenia Banacha. Tak
samo jak L>°(u) = > z norma supremum.
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2.2 Kraty Banacha

W tym podrodziale potaczymy dwie oméwione wezesniej struktury, czyli przestrzeni Ba-
nacha oraz kraty wektorowej.

Definicja 2.9. Norme || - || w kracie wektorowej (X, <) nazywamy normq kratowq, gdy
jest kompatybilna z porzadkiem, to znaczy dla kazdych x,y € X speliony jest warunek

2] < [yl = =]l < [lyll-

Moéwimy wtedy, ze para (X, || - ||) jest unormowang kratq wektorowg. Unormowana krate
wektorowa zupelng w normie nazywamy kratq Banacha.

Uwaga 2.10. Wprost z powyzszej definicji wynika, ze dla normy kratowej, jesli wartosci
bezwzgledne dwoch wektoréw x,y € X sa sobie réwne, to ich normy tez. Czyli

] = ly| = llzll =yl

Norma z modutu wektora jest rowna jego normie |||z||| = ||z|| i dodatkowo norma zacho-
wuje monotonicznos$é¢ dodatnich wektorow, tzn. jesli 0 < z < y, to ||z|| < ||y]].

Klasyczne przestrzenie Banacha z Przykladow 2.4, 2.5, 2.7, 2.8, czyli przestrzenie LP(u),
dla p € [1,00], przestrzenie funkcji ciagltych i ograniczonych C,(M), oraz odopowiednie
przestrzenie ciagéw wraz z naturalnym porzadkiem sg kratami Banacha. Przestrzen Ba-
nacha funkcji rézniczkowalnych C'M[a, b] nie jest krata Banacha, poniewaz (z porzadkiem
zadanym punktowo) nie jest krata, patrz Przyktad 1.33.

Stwierdzenie 2.11. W kazdej unormowanej kracie wektorowej (X, || - ||) prawdziwe sq

nastepujgce zdania:
1) Operacje kratowe sq ciggte.

)

2) Stozek dodatni X jest domkniety w normie.

3) Przedzialy porzadkowe [z,y] dla kazdego x,y € X sq domkniete w normie.
)

(
(
(
(4) X jest przestrzenie archimedesowaq, tzn. dla kazdego x € X

ElyGXVn)l nl’<y:>$<0
ub rownowaznie: jesli zbior {nx : n € N} jest ograniczony z gory, to v < 0).
ub 16 mie: iesli bid NV iest : oz < 0
(5) dla ciggu {x,}>2; C X zbieznego w normie do x € X :

o jesli {x,}22 | rosnagcy, to sup,cy Tn = <,

o jesli {x,}2, malejgcy, to inf, ey, = .
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DowoOD. (1). Niech {x,, }nen, {Um tmen € X beda ciagami zbieznymi w normie odpowiednio
do x 1 y. Wtedy kozystajac z nieréwnosci trojkata i Uwagi 1.42 mamy

|z, VYm — VYl =2 VY — 2, VYy+x,Vy—2Vyl

N

|Tp V Y — 2 Vy| + |2, Vy — 2 Vy|
Ym — Y| + |20 — 2.

N

Czyli

[V g =2V Y] < [y — 9] + 20— 2] = [Jym — 9] + 20 — 2.
Korzystajac teraz z kompatybilnosci normy z porzadkiem, z nieréwnogdci trojkata dla normy
oraz z Uwagi 2.10 otrzymujemy

120 V g = 2V yll < ||l — 9l + |20 — 21| < llym = vl + l2n — 2.

Ostatecznie, poniewaz ||y, — y|| oraz ||z, — z|| przy n,m — oo daza do 0, to granica
|0V Ym —xVy|| przy n,m — oo wynosi 0. Zatem funkcja X x X 3 (z,y) — xVy € X jest
ciggta. Ciaglosé funkcji X x X 3 (z,y) — 2 Ay € X dowodzi sie analogicznie. Dodatkowo
z cigglosci operacji V wynika ciagtosé funkeji X x X 3 (z,y) — 2, = 2V 0 € X oraz
X xX >3 (z,y) »x_ =(—x)V0 € X, aznich wynika ciagtos¢ funkcji X x X > (z,y) —
2| =2, +2_ € X,

(2). Skorzystamy z powszechnie znanego twierdzenia, méwiacego ze przeciwobraz zbioru
domknietego przy odwzorowaniu ciggtym jest zbiorem domknietym. Zauwazmy, ze element
x € X jest dodatni x > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy . = x V 0 = z, co jest rownowazne
temu, ze jego cze$¢ ujemna x_ = 0. Zbior X, = {z € X : x_ = 0} jest domkniety, jako
przeciwobraz zbioru domknietego {0} przy odwzorowaniu ciagtym X x X 3 (z,y) — z_ €
X.

(3). Zauwazmy, ze
[y ={zeX z<z2<y}={zeX z2x}n{zeX  z2<y}=(+ X )N(y—X,).

Zbior z+ X, jest domkniety jako przeciwobraz zbioru domknietego {2} przy odwzorowaniu
claglym X x X 3 2z — x4+ z_ € X. Analogicznie domkniety jest zbior y — X . Zatem
domkniety jest przedzial porzadkowy [x,y], jako przekroj zbioréw domknietych.

(4). Niech z,y € X beda takie, ze dla kazdego n € N nx < y. Wtedy %y —x € X,.
Zauwazmy dodatkowo, ze %y—x dazy w normie, przy n — oo do —z. Zatem z domknietosci
Xy mamy —z € X, czyli z < 0.

(5). Dla m > n mamy x,, — x, € X,. Zauwazmy, ze x,, — T, przy m — oo zbiega w
normie do x —x,, a wiec z domknietosci X, x—x, € X,. Zatem dla kazdegon € N z,, < =z,
czyli x jest ograniczeniem gornym ciagu {x, }22 ;. Niech y bedzie dowolnym ograniczeniem
gornym ciagu {z,}°° ;. Wtedy dla kazdego n € N, zn < y. Czyli dla kazdego n € N,
y—x, € X,. Teraz skoro y — z,, zbiega przy n — oo w normie do y — x, to z domknietosci
stozka dodatniego y —x € X . Czyli y > x. A zatem = = sup,,cy z,,. Aby dowies¢ réwnosci
dla ciagu malejacego {z,}5°,, przechodzimy do ciagu {—z,}>>,. Wtedy elementy —x,
przy n — oo zbiegaja w normie do —z. Zatem z poprzedniego kroku —x = sup,,cn(—n),
czyli z Lematu 1.31 i po pomnozeniu réwnania przez —1 otrzymujemy = = inf,ey x,. O
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2.3 Abstrakcyjne LP-przestrzenie i M-przestrzenie

W niniejszej sekcji zajmiemy sie jednymi z najwazniejszych klas krat Banacha. Abstrak-
cyjne LP-przestrzene i M-przestrzenie, sg szczegblnie warte naszej uwagi, poniewaz tacza
strukture krat Banacha z klasycznymi przestrzeniami funkcyjnymi lezagcymi u podstaw
analizy funkcjonalnej. Naszym gléwnym celem bedzie poznanie twierdzen o reprezentacji
abstrakcyjnych LP-przestrzeni i M-przestrzeni, jako odpowiednich przestrzeni funkcyjnych.
Twierdzenia te uproszcza nasze rozumowania w dalszej czesci pracy.

Definicja 2.12. Krate Banacha X nazywamy (abstrakcyjng) L-przestrzenig jesli jej norma
spelia warunek
tAy=0 = |z 4yl = [zl + [yl

Ogolniej dla p € [1,+00), krate Banacha X nazywamy (abstrakcyjng) LP-przestrzeniq,
jezeli
eAy=0 = [z+y|" ==+ [ly]"

Uwaga 2.13. Przypomnijmy, iz wektory x,y € X sa rozlaczne, gdy |z| A |y| = 0. Nato-
miast warunek x A y = 0 oznacza dwie rzeczy: ze wektory x,y € X, sa dodatnie oraz sa
one roztaczne. Czyli warunki na norme w powyzszej definicji sprawdzamy tylko dla wekto-
row dodatnich i roztacznych. Abstrakcyjne L-przestrzenie, czyli rownowaznie abstrakcyjne
L'-przestrzenie, byty pierwotnie zdefiniowane przez Kakutaniego [12] za pomoca formalnie
mocniejszego warunku. Mianowicie, Kakutani zakladal rownosé ||z + y|| = ||z]| + ||y|| dla
dodowolnych dodatnich wektorow x,y € X, . Bohnenblust [5] zdefiniowal ogélne abstrak-
cyjne LP-przestrzenie, za pomoca warunku x Ay = 0, ktory jest nie tylko formalnie stabszy,
ale jest rowniez bardziej naturalny z punktu widzenia teorii krat Banacha. Wiecej o historii
tych poje¢ mozna znalezé¢ w [19].

Podstawowymi przyktadami abstrakcyjnych LP-przestrzeni sa przestrzenie funkcji cal-
kowalnych w p-tej potedze LP(u).

Przyktad 2.14. Niech (M, 3, i) bedzie przestrzenia z miarg i niech p € [1, +00). Rozwaz-
my przestrzenn X = LP(u) funkcji catkowalnych w p-tej potedze, ktora wraz z p-ta norma i
porzadkiem punktowym p-prawie wszedzie tworzy krate Banacha, patrz Przyktady 2.8 oraz
1.25. Wyjasnimy najpierw, ze roztacznos¢ w tej przestrzeni oznacza roztacznosé nosnikow
funkcji. Mianowicie, przez nosnik funkcji = € LP(u) rozumiemy zbior

supp(z) == {t € M : z(t) # 0},

ktory jest wyznaczony z dokladnoscia do zbiorow miary zero, gdyz w przestrzeni LP(u)
utozsamiamy funkcje rowne sobie p-pw. Niech teraz x,y € LP(u). Roztacznosé tych wek-

torow |z| A |y| = 0 jest réwnowazna temu, ze min{|z|, [y|} “=" 0, a ten warunek zachodzi
wtedy i tylko wtedy, gdy p(supp x Nsuppy) = 0. Czyli

lz| Ayl =0 <= suppz Nsuppy = 0 z doktadnoscia do zbioréw miary zero.
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Korzystajac z tego i z powszechnie znanych wtasnoéci catkowania, dla dowolnych roztacz-
nych funkcji z,y € LP(u) otrzymujemy

lz+ylly = [ lo+yPdu= | 2+ yldp

upp x Usupp y

= |x+y|pdu+/ |z + y[Pdp
Supp y

supp

= !w\pdwr/ \y!”duz/ !x|pdu+/ ly["dp
supp ¢ supp y M M

= [l + N3

Czyli w kracie Banacha LP(u) dla dowolnych (nawet niekoniecznie dodatnich) wektorow
roztacznych z,y € LP(u) spetiona jest rownosé ||z + y||b = ||lz||5 + ||y||h. Zatem jest to
abstrakcyjna LP-przestrzen.

Okazuje sie, ze kazdg abstrakcyjna LP-przestrzen mozna utozsami¢ z pewna konretng
przestrzenia LP (). Ponizsze twierdzenie utatwi nam badanie abstrakcyjnych LP-przestrzeni.
Zamiast dowodzi¢ tezy topologiczno-funkcjonalnie, co czesto nie jest proste, bedziemy mo-
gli pracowac na funkcjach w kontekscie konkretnych przestrzeni z miara. W takiej sytuacji
dostepny jest rowniez szeroki zestaw znanych twierdzen i metod dowodzenia.

Twierdzenie 2.15 (O reprezentacji abstrakcyjnych LP-przestrzeni). Krata Banacha X
jest abstrakcyjng LP-przestrzeniq dla pewnego p € [1,+00) wtedy i tylko wtedy, gdy X jest
izometrycznie i kratowo izomorficzna z konkretng przestrzeniq LP(u) dla pewnej miary p.

Dowod tego twierdzenia znajduje sie na przyktad w ksigzkach [19] i [2]. Jako pojecie
dualne do abstrakcyjnych L-przestrzeni Kakutani w [13] wprowadzil pojecie abstrakeyjnych
M-przestrzeni.

Definicja 2.16. Krate Banacha X nazywamy (abstrakcyjng) M -przestrzeniq jesli spelnia
warunek ||z + y|| = ||z|| V |ly|| dla dowolnej pary wektoréw spetniajacych x Ay = 0.

Uwaga 2.17. Kakutani pierwotnie zdefiniowal abstrakcyjne M-przestrzenie za pomoca
warunku ||z V y|| = ||z|| V |ly|| dla dowolnych x,y € X ;. Warunek ten jest formalnie moc-
niejszy, niz ten ktorego uzyliSmy powyzej, gdyz jezeli zalozymy, ze x Ay = 0 i skorzystamy
z zasady wlaczen i wytaczen, patrz Lemat 1.37, to otrzymamy

lz+yll=llzVy+zAy|=|zVyl.

Mozna jednak pokazaé, ze oba warunki sa rownowazne, patrz np. [19, Strona 22|. Zasto-
sowanie stabszego warunku w Definicji 2.16 jest podyktowane m.in. tym, ze latwiej go
sprawdzi¢ w praktyce.

Tak jak podstawowym przyktadem abstrakcyjnej LP-przestrzeni byta konkretna prze-
strzenn LP(u), tak modelowym przyktadem abstrakcyjnej M-przestrzeni jest przestrzen
funkcji ciagltych C(M) na zbiorze zwartym M.
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Przyktad 2.18. Przestrzen funkcji ciaglych X = C(M) na zbiorze zwartym M jest kra-
ta Banacha ze strukturg kratowa zadang punktowo i normg supremum. Podobnie jak w
Przyktadzie 2.14 roztacznosé dwoch funkeji w tej przestrzeni x,y € C' (M) oznacza roztacz-
nos¢ ich nosnikéw (i to w sensie dostownym, a nie z doktadnoscia do zbioru miary zero).
Mianowicie

|z| Aly] =0 <= suppxz Nsuppy = 0.

Zatem jesli z,y € C(M) sa roztaczone, to

2+ ylloo = sup f2(t) + y(1)] = max|z(t) +y(O)] = max = |e(t) +y(t)]

tEsupp x LUsuppy

— max { max_|a(®), max [y(t)]} = max {2, o}

tEsupp tesuppy
= [|zfloo V [yl co-

Czyli C(M) jest M-przestrzenia. Zauwazmy rowniez, ze dla kraty C(M) funkcja stala
rowna jeden jest naturalng jedynka porzadkowa. Ogoélnie, patrz Definicja 1.52, funkcja
nieujemna e € C(M)y jest jedynka porzadkowa, jezeli dla kazdego x € C(M) istnieje
n € N takie, ze |z|(t) < ne(t), dla kazdego t € M. Zatem jedynka w kracie C(M) jest
kazda $cisle dodatnia funkcja ciagla. W przestrzeni C' (M) istnieje wiele takich funkeji.
Jednak najczesciej jako jedynke przyjmuje sie funkcje e = 1.

Przyktad 2.19. Niech (M, ¥, u) bedzie przestrzenia z miara. Rozwazmy krate Banacha
X = L*>(u) z porzadkiem zadanym punktowo p-pw. oraz z norma dang przez supremum
istotne. Wezmy dwie roztaczne funkcje istotnie ograniczone x,y € L*(u). Jak wyjasnilismy
w Przykladzie 2.14, wtedy przekrdj supp z N supp y ma miare zero. Zatem

|z +y|lo = inf sup |z(t) +y(t)| = inf sup |z(t) + y(t)|
1(A)=0 e p\ A n(A)=0 teM\A
supp zNsupp yC A

=maxq inf sup |z(¢t)|, inf sup |y(¢)|

A)=0 A)=0
sﬁ{(}p;gAteM\A SﬁépLgAteM\A
=max{ inf sup |z(t)|, inf sup t
{ e, sup 1ol sup o]

= max {[|7[loo, [[¥lloc} =[]l V [l c0-

Czyli Krata Banacha L>(u) jest abstrakcyjna M-przestrzenia. I podobnie jak w Przykla-
dzie 2.18 funkcja dodatnia e € L>®(u), jest jedynka w kracie L™ (u) wtedy i tylko wtedy,

gdy e 0. w szczegblnoscei funkeja tozsamosciowo rowna 1 jest naturalng jedynka w tej
przestrzeni.

Dla dowolnej abstrakcyjnej M-przestrzeni X, podobnie jak dla abstrakcyjnej LP-przestrzeni,
réwniez istnieje "konkretny" reprezentant. Jest nim przestrzen C(M) z tym, ze aby z X
skonstruowaé¢ zwarta przestrzenn M, potrzebujemy rozwazaé przestrzenie z jedynka.
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Twierdzenie 2.20 (O reprezentacji abstrakcyjnych M-przestrzeni). Krata Banacha X
jest abstrakcyjng M -przestrzeniq z jedynkq wtedy i tylko wtedy, gdy X jest izometrycznie 1
kratowo izomorficzna z przestrzeniq C(M) dla pewnego zwartego zbioru M.

Dowdd tego twierdzenia mozna znalez¢ na przyklad w ksiazkach [19] 1 [2].

Uwaga 2.21. Niech X = C(M) oraz e = 1. W Przyktadzie 2.18 pokazalismy, ze e jest
jedynka w C'(M). Wige dla kazdego z € C(M) i dla pewnego A > 0 zachodzi |z| < Xe.
Czyli dla kazdego t € M mamy |z(t)| < A, a to oznacza, ze maxsep |2(t)| < A. Biorac teraz
infimum po A otrzymujemy wzor

max |z(t)] = inf A,
teM lz|< e
A>0

ktory wyraza norme supremum ||z|/. w jezyku krat wektorowych.
Okazuje sie, ze wzor z powyzszej uwagi zadaje norme na kazdym ideale gléwnym gene-
rowanym przez dowolny dodatni element e € X, w dowolnej kracie Banacha X. Pozwala

nam to (przynajmniej) "lokalnie" patrze¢ na kraty Banacha jako na M-przestrzenie, co
czestokroé¢ jest bardzo uzyteczne.

Twierdzenie 2.22. Niech (X, || - ||) bedzie kratg Banacha oraz niech e € X . Wtedy ideat
gtowny I, = {x € X : |z| < e dla pewnego A € Ry} z normg okreslong wzorem

[z]le == \xi|r<1§e)‘ (2.1)
AS0

jest M -przestrzeniq z jedynkq e.

DowOD. Postac¢ ideatu I, oraz to ze e jest w nim jedynka wynika z Wniosku 1.53.
Pokazemy teraz, ze formuta (2.1) zadaje norme na I.. Przyjmijmy, ze ||z||. = 0. Wtedy
dla kazdego A\ € R, zachodzi |z| < Ae. Ta nieréwnosé jest mozliwa tylko dla elementow,
ktorych wartosé bezwzgledna wynosi |z| = 0, czyli dla z = 0. Otrzymaliémy wiec warunek
niezdegenerowania. Dodatnia jednorodnos¢ wynika z prostych przeksztatcen

|laz||e = inf{A > 0: |az| < Ae} = inf{\ > 0 : |o||z| < Ae}
A A A
=inf{\A > 0:|z|] < —e} = |a|inf{— > 0: |z| < —e}
o] || ||

= laf[z]le-

Dla dowolnych A\; > ||z|| oraz Ay > ||y||c zachodza nier6wnosci —A\je < = < Aje oraz
—Xoe < y < Age, 7 ktorych wynika, ze —(A\; + Ay)e < x +y < (A + Ag)e. Zatem

inf{A > 0: |z + y| < Ae} < A\ + Ay dla wszystkich Ay > ||z]|e 1 A2 = [|y]|

Stad otrzymujemy ||z +y|l. < |||l +]|ylle. W ten sposob wykazalismy nieréwnosé trojkata.
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W celu udowodnienia kratowosci normy || - ||, przymijmy, ze zachodzi nieréwnosé |x| <
ly| oraz dla pewnego A > 0, |y| < Ae. Wynika stad, ze |z| < |y| < Ae. Zatem

inf A< inf A,
lz|< e ly|< e
A>0 A>0

a to oznacza dokladnie, ze ||| < ||yl

Nastepnie dowiedziemy zupelosci normy || - || w ideale gtéownym I.. Niech {z,}>2; C
I. bedzie ciagiem Cauchy’ego w normie || - ||.. Wtedy nier6wnosé ||z, — .| < € jest
rownowazna temu, ze |z, — x| < ce. Zatem z kratowosci normy ||z, — x| < €lle]|, czyli

{z,}5°, jest rowniez ciagiem Cauchy’ego w normie || - ||. Teraz skoro przestrzen (X, || - ||)
jest zupelna, to istnieje element z € X taki, ze x, i Jest to kandydat na granice w

+1
normie || - ||. Przechodzac do podciagu mozemy zalozy¢, ze ||z,11 — Tnlle < (%)n , czyli

1 n+1
|Tpi1 — Tp| < <2> e.

Stad i z tego, ze S5, (%)Z < 1 mamy
k

Z Tnti — Tnti-1

k
< Z |Trti — Tptica

|xn+k - xn|

S0
()

Przechodzac z k do nieskoriczono$ci i korzystajac z ciagtosci modutu otrzymujemy

1 n
|z — 2, = |lim Tpyp — | = lim |2ppp — 0| < () e.
k—o0 k—oo 2
n
Wige ||z — nyle < (%) —n—oo 0, czyli z jest granica ciagu {z,}°>, w normie || - [|.. Przy
czym
1 n

ol < Jo =l + Joal < (5) e+ llalle e < (14 lanl) e

Zatem z € I..
Pozostaje dowies¢, ze krata Banacha (I, || - ||.) spelnia warunek M-przestrzeni. Wezmy

w tym celu 0 < z,y € I. i bez straty ogolnosci zatozmy, ze ||z|le < [|y|le. Przyjmijmy
dodatkowo, ze |ly||. < ¢ dla pewnego ¢ € R,. Wtedy z,y < ce, czyli 0 < zVy < ce. Zatem
|z V y|le < cdla kazdego ¢ > ||y|le. Otrzymujemy wiec ||z V ylle = ||z]le V |y]le. Z drugiej
strony z tego, ze norma || - ||, jest kratowa i z,y < x Vy mamy ||z, [|ylle < ||z V ylle, wiec
|z]le V lylle < ||z V ylle. Otrzymalismy zatem to co chcielismy ||zl V [|ylle = |z V ylle. O
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Uwaga 2.23. Wprost z definicji || - ||, mamy |z| < ||z||. - e. Zatem z kratowosci normy
zachodzi nieréwnosé || - ||, [|z|| < |||lz]le - el| = ||z]le - ||e]|. Oznacza to, ze norma || - || jest
mocniejsza od normy || -||. Innymi stowy z tego, ze ciag jest zbiezny w normie || - || wynika,

ze jest tez zbiezny w normie || - ||.
Przyklad 2.24. Niech (M, X, 1) bedzie przestrzenia z miara skoniczona. Rozwazmy osa-

dzong nna niej krate Banacha LP(u), dla pewnego p € [1,00) oraz funkcje e "2V 1. Zalo-
zenie, ze miara j jest skonczona jest rownowazne temu, ze funkcja e nalezy do przestrzeni
LP(u). Idealem generowanym przez ten element (ideatem gléwnym) jest przestrzen funkcji
istotnie ograniczonych

I, ={xz € LP(u) : |z| < Ae dla pewnego A € R, }

p—pw
= {x € LP(pn) : || < A dla pewnego A € R+} = L>(p),

a okreslona na nim norma, to norma supremum istotne

ol = nf A= inf sup ol = [l
o e HATOte\A
A>0

Norma supremum istotne jest mocniejsza od p-tej normy, poniewaz zbieznos¢ w normie
supremum istotne jest rownowazna zbieznosci jednostajnej poza zbiorem miary zero. Na-
tomiast dla ciggu zbieznego jednostajnie mozna z granica wej$¢ pod caltke. Czyli taki ciag
bedzie tez zbiezny w p-tej normie. Implikacja w druga strone nie zachodzi. Typowym przy-
ktadem jest tu tzw. wedrujacy garb. Ponadto zazwyczaj L>°(u) C LP(u). Rzeczywiscie na
t% dlat >0

0 dlat=0

1 11 1 1 1
falp = [ latopar = [[ o= | 2] =t <o,
0 0 t°P 1-— 2p 0 1— 2p

przyktad przyjmijmy M = [0, 1], 1 - jako miare Lebesgue’a i z(t) = . Wtedy

czyli © € LP[0,1]. Ale z na kazdym otoczeniu zera jest nieograniczone, a zatem ||zl = oo,
wige tez x ¢ L0, 1].

2.4 Zespolone kraty Banacha

Do tej pory rozwazaliSmy wylacznie przestrzeni rzeczywiste. Jednakze czesto konieczne
jest rozwazanie przestrzeni nad ciatlem liczb zespolonych. Dotyczy to na przyktad teorii
spektralnej, gdzie teoria funkcji holomorficznych, w tym m.in. algebraiczna zupetnosé ciata
liczb zespolonych pelnia kluczowa role.

W niniejszej sekcji omowimy jak rozszerzyé pojecie rzeczywistych krat wektorowych
oraz rzeczywistych krat Banacha na przypadek zespolony. Okazuje sie to zadaniem nie
dokorica trywialnym. Niemniej jednak sama idea rozszerzenia jest prosta i podobna do
rozszerzenia ciala liczb rzeczywistych R do ciata liczb zespolonych C.
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Definicja 2.25. Kompleksyfikacjg rzeczywistej przestrzeni wektorowej X nazywamy ze-
spolong przestrzen wektorowa X¢ = X X X, z elementami i struktura zadanymi analo-
gicznie, jak w ciele liczb zespolonych. To znaczy, pare (z,y) € Xc¢ zapisujemy = + iy, a
dodawanie i mnozenie przez skalar wektoréw definiujemy wzorami

r+iytutiv=c+u+ily+v) oraz (a+if)- (x+iy)=ar— By +i(fr+ ay)
dla dowolnych z,y,u,v € X oraz «a, 5 € R. Piszemy wtedy réwniez X¢ = X + i .X.

Przyktad 2.26. Kompleksyfikacja przestrzeni funkcji rzeczywistych F'(M) jest przestrzen
funkcji zespolonych F(M)c = F(M) +iF(M) ={z: M — C}.

Na kompleksyfikacji rzeczywistej kraty wektorowej X wprowadzamy porzadek przy po-
mocy stozka dodatniego X, w sposob analogiczny do Stwierdzenia 1.30. Ta definicja ma
te zalete, ze nie zmienia stozka. Natomiast ma te wade, ze tak otrzymany porzadek nie jest
kratowy sensu stricto.

Definicja 2.27. Niech X bedzie krata wektorowa, ze stozkiem dodatnim X,. Na X¢ =
X 41X definiujemy czesciowy porzadek zadany przez X, tzn.

r+iy<u+iv < (u+iv) — (v +1y) € X4
<~ u—xr € X orazw—1iy =0
< x<uorazy=uv,

dla dowolnych = + iy, u + iv € X¢. Pare (X¢, <) nazywamy zespolong kratg wektorowq.

Uwaga 2.28. Wprowadzony powyzej porzadek na X¢ nie jest kratowy. Na przyktad, w
zbiorze liczb zespolonych C, czyli kompleksyfikacji przestrzeni rzeczywistej R z naturalnym
porzadkiem nie istnieje 0 V i. Wieksze od 0 sa liczby rzeczywiste z przedziatu (0, +00),
natomiast wieksze od 7 sa takie liczby z € C, ktérych czesé rzeczywista jest z tego przedziatu
Re(z) € (0,+00), a czeS¢ urojona wynosi doktadnie i. Te zbiory sa rozlaczne, czyli nie
istnieje najmniejsze ograniczenie gorne liczb 0 oraz 1.

Mimo, iz porzadek w zespolonej kracie wektorowej nie jest kratowy, to pozwala on
(przy niezbyt mocnych zalozeniach, ktore automatycznie sa spetnione w kratach Banacha)
zdefiniowa¢ modul elementu z € X¢, to znaczy wektor z pierwotnej przestrzeni |z| € X, C
X, na ktorej mamy juz zadany porzadek kratowy. Modutl jest wazna czeScig struktury
zespolonej kraty wektorowej (chyba jeszcze wazniejsza, niz w przypadku rzeczywistym).
W szczegolnosci, modut pozwoli nam zdefiniowa¢ norme na X¢ w przypadku, gdy X jest
(rzeczywista) krata Banacha.

Zanim zdefiniujemy modul na X¢ rozwazmy modut liczby zespolonej z € C. Zauwazmy,
Ze mozna go wyrazi¢ wzorem:

2] = sup Re(e™2),
0€[0,27]

ktorego interpretacje przedstawia obrazek ponize;j.
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Jm (2)

Re (2)

9 .
&J 2| = sup gepo,2m NRe (e*wz>

Z tej formuty otrzymujemy
2] = sup Re(e™™z) = sup PRe((cosf — isinh)(Re(z) +iTm(z)))
0€0,27] 6€[0,27]
= sup Re(Re(z) cosd + TIm(z)sinf + i(Im(z) cosd — Re(2) sin b))
0€[0,27]

= sup (Re(z)cosl + Im(z)sind).
0€[0,27]

Finalnie uzyskalismy wzor

|z| = sup (PRe(z)cosd + Tm(z)sind). (2.2)
0€[0,27]

Otrzymana formuta zdefiniujemy modut na wektorach kraty Banacha.

Stwierdzenie 2.29. Dla dowolnej kraty Banacha X oraz dla dowolnego x + iy € Xc,
SUDgelo,24] (T cOs 0 + ysin ) istnieje w X.

DowOD. Rozwazmy ideal gtowny generowany I, przez element e := |z| + |y| > 0. Wtedy
x,y € I, oraz na mocy Twierdzenia 2.22 ideat I, jest M-przestrzenia. Korzystajac z Twier-
dzenia 2.20 o reprezentacji M-przestrzeni mozna go utozsami¢ z przestrzenia C(M). W
przestrzeni C'(M) rozwazane supremum zawsze istnieje. Mianowice, korzystajac ze wzoru
(2.2) otrzymujemy

sup (xcosf+ysinh)| (t) = sup (z(t)cosf + y(t)sin)
0e[0,27] 0el0,27]

]

Definicja 2.30. Niech X bedzie krata Banacha. Modutem wektora x +iy € X¢ = X +1X
nazywamy wektor dodatni

|z +iy| ;== sup (zcosh+ysinh) € X,, (2.3)
0€[0,27]

ktory istnieje na mocy Stwierdzenia 2.29.
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Tak zdefiniowana operacja spetnia standardowe wtasnosci wartosci bezwzglednej.

Lemat 2.31. Niech X bedzie kratq Banacha. Wtedy dla dowolnych wektorow z,w € X¢
oraz skalara A € C operacja modutu Xc > z — |z| € Xy ma nastepujgce wltasnosci

(niezdegenerowanie) |z| =0 < 2z =0,
(dodatnia jednorodnos$é) |Az| = |A||z],
(nieréwnosé trojkata) |z + w| < |z| + |w|.

DowOD. Przyjmijmy, ze z = z+1iy i w = u+1v, dla pewnych z,y, u,v € X. Korzystajac z
Twierdzen 2.22 i 2.20 utozsammy ideal I, generowany przez element e = ||+ |y|+ |u| +|v],
z przestrzenia C'(M). Poniewaz niezdegenerowanie, dodatnia jednorodnosé¢ i nieréwnosé
trojkata zachodza w przestrzeni C' (M), zachodza tez w X, i w calej przestrzeni X. O

Twierdzenie 2.32. Niech X bedzie kratq Banacha. Wtedy wzor

1llc = [l (2.4)
definiuje norme na Xc. Ponadto para (Xc, || - ||c) jest przestrzeniqg Banacha.
DowoOD. Najpierw korzystajac z Lematu 2.31 oraz z tego, ze || - || jest norma pokazemy,
ze formuta (2.4) zadaje norme w X¢. Niezdegenerowanie zachodzi, poniewaz 0 = ||z||c =

I12]|| wtedy i tylko wtedy, gdy |z| = 0, a to jest réwnowazne temu, ze z = 0. Dodatnia
jednorodnos¢ wynika z rachunkow

[Azllc = lAz]] = [[IA=I = A2 = [Alll2le.
Podobnie otrzymujemy nieréwnosc¢ trojkata
12+ wllc = Iz + wll| < lllz] + |wlll < Mzl + [[lwll = llzllc + llwllc.

Zauwazmy, ze norma zdefiniowana wzorem || z||; = ||z||+]|y|| jest zupelna. Wezmy w tym
celu ciag Cauchy’ego {z,}22, C X¢. Wtedy z, = x,, + iy, dla pewnych ciagow Cauchy’ego
{Z,}00 1, {yn 152, € X. Ale z zupetnosci X wynika, ze ||z, — (x+iy)||1 = ||xn —2|| 4+ ||yn — |

dazy do 0 przy n dazacym do nieskoriczonosci. Udowodnimy teraz, ze norma || - ||c jest
rownowazna normie | - [|;. Podstawiajac 0, m oraz 2, 3T w miejsce § we wzorze (2.2)
otrzymujemy |z| < |z| oraz |y| < |z|. Stad

Szl = S0l + ol = S0l + sty < 5001l + =) = =]

szl =5l yll) = 5l yll) < 5= 2| = 112|lc-

Dodatkowo z drugiej strony z tego, ze sinf, cos < 1, mamy

Izlle = Izl = sup [z cos +ysind]| <[]l + [lyl-
0e[0,27]
Zatem normy || - |[; i || - [[c sa rownowazne. Czyli z zupelnosci w normie || - ||; wynika
zupetnosé w normie || - [|c.

]
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Definicja 2.33. Zespolong kratq Banacha nazywamy pare (Xc, || - ||c), gdzie X¢ jest kom-
pleksyfikacja pewnej rzeczywistej kraty wektorowej X, a || - ||c norma dana wzorem (2.4).

Uwaga 2.34. Wprost z powyzszej definicji wynika, ze w zespolonej kracie Banacha zacho-
dzi warunek na kratowos$¢ normy z definicji rzeczywistej kraty Banacha, czyli

|z < lyl == llzll < [yl

dla dowolnych x,y € Xc.

Kazda funkcje zespolona z : M — C mozna zapisaé jako z = x + iy, gdzie x,y : M — R
sa funkcjami rzeczywistymi — odpowiednio czescia rzeczywista oraz czescia urojona funkcji
z. Rozklad ten pozwala na naturalne utozsamienie kompleksyfikacji przestrzeni funkcji
rzeczywistych z ich zespolonymi odpowiednikami.

Przyktad 2.35. Dla dowolnej przestrzeni zwartej M przestrzenn C'(M,C) zespolonych
funkeji ciggltych na M jest w naturalny sposob kompleksyfikacja rzeczywistej kraty Ba-
nacha C(M,R), ktorej elementami sa rzeczywiste funkcje ciagte. Przy tym modutl i norma
zdefinowane abstrakcyjnie w Stwierdzeniu 2.29 i Twierdzeniu 2.32 pokrywaja sie ze modu-
tem funkeji i norma supremum w C'(M, C). Symbolicznie mozemy to zapisac

C(M,R)¢c = C(M,C).

Przyktad 2.36. Dla dowolnej przestrzeni z miara (M, 3, 1) oraz dowolnego p € [1, o], po-
dobnie jak w przyktadzie powyzej, zespolona przestrzen Banacha LP(u, C) jest w naturalny
sposob kompleksyfikacja rzeczywistej kraty Banacha LP(u,R), w tym sensie, ze modut i
norma zdefinowane abstrakcyjnie w Stwierdzeniu 2.29 i Twierdzeniu 2.32 pokrywaja sie z
modultem funkcji i norma supremum w LP(u, C). Zatem mozemy réwniez napisac

LP(p, R)c = LP(p, C).



Rozdzial 3

Operatory na kratach Banacha

3.1 Operatory na przestrzeniach Banacha

Odwzorowanie 7' : X — Y miedzy przestrzeniami liniowymi X i Y spelniajace warunki
Tx+y)=T)+T(y) i T(ax)=aT(x), dladowolnychz,ye X iaecR,

nazywamy operatorem liniowym. Zgodnie ze standardowa konwencja nawiasy bedziemy
pomija¢ i pisa¢ T'z zamiast T'(x), a operator liniowy skrétowo nazywacé operatorem. Zbior
wszystkich operatorow liniowych na przestrzeniach wektorowych X i Y oznaczamy L(X,Y).
Wraz z dziataniami okreslonymi punktowo tworzy on przestrzen wektorowa. To znaczy do-
dawanie operatoréw liniowych i mnozenie przez skalar okreslone sg wzorami

(T'+ S)x =Tx + Sz, (aT)r = - Tx,
dla kazdego = € X oraz dowolnych S, T € L(X,Y)ia € R.

Definicja 3.1. Operator liniowy 7' : X — Y przestrzeni unormowanych X i Y nazywamy
ograniczonym jesli dla pewnej liczby rzeczywistej ¢ spelnia nierownosé ograniczonosci

I Tz] < cf|] (3.1)

dla kazdego = € X. Zbior wszystkich operatoréw ograniczonych na przestrzeniach unormo-
wanych X 1Y oznaczamy B(X,Y).

Uwaga 3.2. W powyzszej definicji norma po lewej stronie nieréwnosci jest norma w prze-
strzeni Y, a po prawej - przestrzeni X. Dla uproszczenia zapisu oznaczamy je tym samym
symbolem, co nie prowadzi do nieporozumien.

Uwaga 3.3. Z nieréwnosci (3.1) wynika, ze operator ograniczony przeprowadza zbiory
ograniczone na zbiory ograniczone.
Naturalnie przychodzi pytanie, jaka jest najmniejsza stala, spetniajaca nier6wnosé¢ ogra-
niczonosci. Przy zalozeniu, ze x # 0 (gdy * = 0 mamy Tx = 0 i nieréwnos¢ zachodzi)
. . dziclic ob . M e T2l 7 . .. ki
mozemy ja podzieli¢ obustronnie przez ||z||. Mamy wiec o] S ¢ Zatem najmniejsze takie
x

¢ jest réwne supremum wyrazenia po lewej stronie tej nieréwnosci, co z kolei ktadac y = Tl

jest réwne wyrazeniu supy,—; [ Ty|-

38
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Definicja 3.4. Normg operatora ograniczonego T’ nazywamy najmniejsza liczbe rzeczy-
wista ¢, dla ktorej zachodzi nieréwnosé ograniczonosci (3.1) i oznaczamy ja przez ||7T||.
Roéwnowaznie

1T = sup [T]]. (3-2)
Przyktad 3.5. Operator identycznosciowy I : X — X okreSlony wzorem Iz = z dla
kazdego z € X, na przestrzeni unormowanej X jest ograniczony i jego norma wynosi

| 1|l =1 (chyba, ze X = {0}).

Przyktad 3.6. Operator réiniczkowania T : CW[-1,1] — C[-1,1], zadany wzorem
Tx(t) = «/(t) dla kazdego t € [—1,1], wraz z standardowymi normami na przestrzeniach
CM[~1,1] i C[~1,1], czyli odpowiednio normami

lzlly = sup |z(t)[+ sup |2(1)], [2]loe = sup |z(2)],
te[—1,1] te[—1,1] te[—1,1]

jest operatorem ograniczonym. Jego norma wynosi ||T']| = 1. Nieréwnosé ||T'|| < 1 zachodz,
poniewaz ||T% | = [|2'|loc < [|2]|oo + [|2'|lc = 1 [|2]|(1)- W celu pokazania nieréwnosci w
druga strone przyjmijmy ciag zadany wzorem na przyktad x,(t) = nt—:l Jego norma wynosi

t

sup
n+ 11 1y

n+1

t" _l_nt” _
n+1 n+1

|Znll) = sup
te[—1,1]

oraz norma zadanego na nim operatora zbiega do 1:

ntTL n

n+1

nt

— 1.
n+1

||Txn||oo = Sup
te[-1,1]

Przyktad 3.7. Niech (M, 3, u) bedzie przestrzenia z miara. Wtedy przestrzen funkcji cal-
kowalnych ze standardowa norma ||z||;, = [, || du tworza przestrzen Banacha. Zadany na
niej operator catkowania T : L'(u) — R okreslony wzorem Tz = [,, ¥ du jest operatorem
ograniczonym o normie 1. Nieréownos$¢ ||T|| < 1 zachodzi, poniewaz |Tx| = |[,; zdu| <
Jarlzldp = 1+ ||z]|;. Wezmy teraz dowolny zbiér mierzalny A € ¥ o niezerowej mierze
skoniczonej 0 < pu(A) < oco. Wtedy wektor x = ﬁ]lA ma norme ||z|; = 1 oraz |Tx| = 1.
Zatem zachodzi nieréwnos¢ w druga strone 1 < ||7T7|.

Jak widzimy, juz na prostych przyktadach badanie ograniczonosci operatora moze by¢
ktopotliwe. Jednak okazuje sie, ze w niektoérych przypadkach ograniczono$é jest automa-
tyczna. Na przykitad dochodzenie, czy operator jest ograniczony zaweza sie tylko do ope-
ratoréow okre$lonych na przestrzeniach nieskoriczenie wymiarowych:

Twierdzenie 3.8. Operator linowy na skonczenie wymiarowej przestrzeni unormowanej
jest ograniczony.

Waznym faktem jest, ze ograniczono$¢ operatora jest réwnowazna jego ciggtosci, a
nawet cigglosci tylko w jednym punkcie.
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Twierdzenie 3.9. Niech T': X — Y operator liniowy miedzy przestrzeniami unormowa-
nymi X 1Y . Wtedy nastepujgce warunk: sqg rownowazne:

(1) T jest ograniczony;
(2) T jest odwzorowaniem ciggltym;
(3) T jest odwzorowaniem ciggltym w pewnym punkcie xq € X.

Jedna ze standardowych metod konstrukcji operatoréw ograniczonych jest zadanie ich
na gestej podprzestrzeni, a nastepnie przedhuzenie za pomoca nastepujacej zasady ciggtego
przedtuzania operatorow:

Twierdzenie 3.10. Niech Y bedzie przestrzeniq Banacha, X przestrzeniq unormowang
i Z jej gestq podprzestrzeniq 7 C X (tan. Z = X ). Wtedy kazdy ograniczony operator
liniowy T : Z — Y przedtuza sie jednoznacznie do operatora ograniczonego T : X — Y.
Ponadto normy tych operatoréw sq sobie réwne ||T|| = ||T||.

Zbior wszystkich operatoré6w ograniczonych na przestrzeniach unormowanych sam w
sobie jest przestrzenia unormowana. A zeby byl przestrzeniag Banacha wystarczy tylko
zalozy¢, ze jego przeciwdziedzina jest przestrzenig Banacha.

Twierdzenie 3.11. Niech X 1Y bedq przestrzeniami unormowanymi. Wtedy zbior wszyst-
kich operatoréw ograniczonych na tych przestrzeniach B(X,Y'), wraz z normg operatorowg
|T|| = supjy=1 |Tz|| jest przestrzeniq unormowang. Ponadto, B(X,Y') jest przestrzeniq
Banacha wtedy 1 tylko wtedy, gdy Y jest przestrzenig Banacha.

Teraz przytoczymy kilka podstawowych faktow o operatorach zwartych z ksiazki [17].
Przypomnijmy, ze pozdbiéor M C X przestrzeni metrycznej X jest zwarty, jesli kazdy ciag
w M ma podciag zbiezny w M. Kazdy podzbiér zwarty jest domkniety i ograniczony.
Jezeli X jest skoriczenie wymiarowa przestrzenia unormowana, to podzbiéor M C X jest
zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkniety i ograniczony. W przestrzeniach nieskoncze-
nie wymiarowych ta charakteryzacja nie zachodzi. De facto kula domknieta w przestrzeni
unormowanej X jest zwarta wtedy i tylko wtedy, gdy dim(X) < co. Zbior M C X nazywa-
my warunkowo zwartym jezeli jego domkniecie M jest zbiorem zwartym. W szczegdlnoscei,
zbiory warunkowo zwarte sa ograniczone (ale niekoniecznie domkniete).

Definicja 3.12. Operator liniowy 7' : X — Y zadany na przestrzeniach unormowanych
X, Y nazywamy zwartym jesli przeprowadza zbiér ograniczony B na zbiér warunkowo
zwarty T'(B), to znaczy domkniecie obrazu T'(B) jest zwarte. Zbior wszystkich operatorow
zwartych T : X — Y oznaczamy K(X,Y).

Uwaga 3.13. Zauwazmy, ze operator liniowy jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy
przeprowadza zbiory ograniczone na zbiory ograniczone. Skoro zbiory warunkowo zwarte
sa ograniczone, to operatory zwarte sg ograniczone.
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Stwierdzenie 3.14. Operator liniowy T : X — Y jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy cigg ograniczony {x,} C X przeprowadza na cigg {Tx,} C Y, dla ktdrego istnieje
podcigg zbieiny w'Y .

DowOD. Jesli operator T' jest zwarty i ciag {z,} C X jest ograniczony, to domkniecie
zbioru {Tz,} CY jest zwarte, a zatem pewien podciag {Tx,} jest zbiezny. Z drugiej strony,
przyjmijmy teraz, ze dla kazdego ciagu ograniczonego {z,} C X istnieje podciag {zy, },
ktorego obraz {Tx,, } jest zbiezny w Y. Rozwazmy dowolny zbiér ograniczony B C X i
niech {y,} bedzie ciagiem w T'(B). Wtedy v, = Tx, dla pewnych z, € B, i poniewaz
zbior B jest ograniczony, to ciag {x,} rowniez jest ograniczony. Z zatozenia {1z, } zawiera

podciag zbiezny. Z dowolnosci wyboru ciagu {y,} w T(B) domkniecie T'(B) jest zwarte.
Zatem operator 1T’ jest zwarty. O]

Definicja 3.15. Powiemy, ze operator ograniczony T : X — Y jest operatorem skoriczo-
nego rzedu jezeli dim(TX) < oo, czyli jezeli jego obraz ma wymiar skoriczony.

Twierdzenie 3.16. Kazdy ograniczony operator skonczonego rzedu jest zwarty. Ponadto
kazdy operator T : X — Y okreslony na skonczenie wymiarowe) przestrzeni X jest zwarty.

DowOD. Rozwazmy dowolny ciag ograniczony {z,} C X. Wtedy z nieréwnosci ogra-
niczonosci (3.1), ||Tz,|| < ||T||||z.| clag {Tx,} rowniez jest ograniczony. Zatem skoro
dim(7TX) < oo, to zbior {Tx,} jest warunkowo zwarty. Stad ostatecznie operator T jest
zwarty.

Zalozmy teraz, ze dim(X) < oco. Wtedy dim(7°X) < dim(X) < oo. Zatem T jest zwarty
na mocy poprzedniego kroku. ]

Przyktad 3.17. Operator identycznosciowy I : X — X, czyli zdefiniowany wzorem [x =
x jest zwarty wtedy 1 tylko wtedy, gdy dim(X) < oo. Jesli dim(X) < oo, to I jest zwarty na
mocy Twierdzenia 3.16. Jesli dim(X) = oo, to domkieta kula jednostkowa B nie jest zwarta,
mimo iz jest zbiorem domknietym i ograniczonym. Czyli B jest zbiorem ograniczonym,
ktorego obraz I(B) = B nie jest warunkowo zwarty. Zatem [ nie jest operatorem zwartym.

Przyklad 3.18. Z Twierdzenia 3.16 wynika, ze operator catkowania z Przyktadu 3.7, czyli
T : L'(u) — R okreslony wzorem Tz = [y, zdu jest zwarty.

W nastepnym przyktadzie dowiedziemy zwartosci operatorow catkowych na przestrze-
ni funkeji ciggltych. W rozumowaniu skorzystamy z zastosowania klasycznego twierdzenia
analizy funkcjonalnej - Twierdzenia Ascoli’ego - do funkeji ciaglych na przedziale zwartym.

Przypomnijmy, ze ciag {x, }tneny C Cla, b] nazywamy jednostajnie ciggtym (lub réwno-
ciggltym) jesli dla kazdego € > 0 istnieje § > 0 takie, ze dla kazdych z, i ti,t; € [a,b]
speliajacych |t; — t3] < § zachodzi ograniczenie

|zn(t1) — zn(te)] < e.

Lemat 3.19 (Ascoli). Jesli cigg {xn}tnen C Cla, b] jest ograniczony oraz jednostajnie cig-
gty, to ma podciqg zbiezny w Cla, b].
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Dowod tego lematu mozna znalez¢ miedzy innymi w ksiazce [20].

Przyktad 3.20 (Operator catkowy). Rozwazmy dowolny przedzial zwarty [a,b] i funkcje
ciagta k : [a,b] X [a,b] — R. Wtedy operator T": Cla,b] — C|a, b] zadany wzorem

b

Ta(t) = / k(t, s)a(s)ds

a

nazywamy operatorem catkowym, a funkcje k jego jgdrem. Pokazemy, ze tak zdefiniowany
operator jest zwarty. Operator T jest ograniczony, gdyz z monotnicznosci catki wynika ze

b
< ||| sup [ [k(t, s)|ds,
t€la,b] Ja

/abk(t, s)x(s)ds

[Tz| = sup
te[a,b]

skad [|T'[] < supsefqy J2|k(t, 5)|ds. Natomiast funkcja [a,b] € t +— [* |k(t, s)|ds jest ograni-
czona, gdyz jest ciagla i okreslona na przedziale zwartym. Zatem

b
IT|| < sup [ |k(t,s)|ds < oc.
tela,b] Ja

Niech teraz {z,}nen € Cla, b] bedzie ciagiem ograniczonym przez stala c. Wprowadzmy
omaczenie y, = Tan. Wtedy [lyn|| < [[T[|[lzn] < [|T]lc, zatem ciag {yn}nen S Cla, 0]
réwniez jest ograniczony. Nastepnie pokazemy, ze ciag {y,}nen jest rownomiernie ciagly.
Zauwazmy najpierw, ze funkcja k jest jednostajnie ciggta, jako funkcja cigglta okreslona na
zbiorze zwartym [a, b] X [a, b]. Zatem dla kazdego € > 0 istnieje 6 > 0 taka, ze dla dowolnych
s € [a,b] ity,ts € [a,b], spetniajacych nier6wnosé |t; — to| < 6 mamy

€

|k(t1,s) — k(t2,s)] < m.

Stad dla dowolnych tq,ts € [a, b], spelniajacych nieréwnosé |t; — t5| < 0 zachodzi

b €
/a [k(t1,s) — k(t2, s)]x(s)ds| < (b—a)——c=c¢.

lyn(t1) — yn(t2)] = (b—a)c

Zatem ciag {yy, }nen jest jednostajnie ciagly. Korzystajac z Lematu 3.19 wnioskujemy wiec,
ze dla {y, }nen istnieje podciag zbiezny w Cla, b]. Wobec tego na mocy Stwierdzenia 3.14
operator T' jest zwarty.

Twierdzenie 3.21. Jesli cigg operatoréw zwartych {T,, : X — Y }en miedzy przestrze-
niami Banacha X, Y jest zbiezny do operatora T, to operator T jest zwarty.

DOWOD. Ze zwarto$ci operatora T wynika, ze dla ciagu ograniczonego {z,,} C X istnieje
podciag {z1,,} taki, ze ciag {T1x1,,} jest ciagiem Cauchy’ego. Podobnie istnieje podciag
{zom} clagu {z1,,} taki, ze ciag {Toxo,,} jest ciagiem Cauchy’ego. Kontynuujac to ro-
zumowanie otrzymujemy podciag {ym} = {Tmm} clagu {z,} taki, ze dla kazdego n € N
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ciag {TnYm }men jest Cauchy. Przy czym z ograniczonosci ciagu ||z,,|| < ¢ wynika z ograni-
czonosé jego podciagu ||y, || < ¢. Skoro ciag operatoréw T, zbiega do operatora T', to dla
kazdego € > 0 istnieje p € N takie, ze [|T—T,|| < 5. Dodatkowo skoro ciag {Tym fmen jest
Cauchy, to || T,y; —Tyyxl| < § dla j, k > N i pewnego N. Zatem dla j, k > N otrzymujemy

1Ty — Tyrll < [Ty — Tyl + 1Ty — Toyrll + [ Tpyr — Tyrll <

€
< HT—T [yl +tgt 1T, — Tll[lyxll <
< 3—c—|— 3 +3 c=E¢.

Czyli ciag {Ty,} jest ciagiem Cauchy’ego, a poniewaz przestrzeni Y jest zupela, ciag
{Tym} jest zbiezny. O

Uwaga 3.22. Powyzsze twierdzenie mowi, ze zbior K (X, Y') operatoréw zwartych jest do-
mknietym podzbiorem przestrzeni operatoréow ograniczonych B(X,Y’). Kombinacja linio-
wa operatrow zwartych jest operatorem zwartym. Zatem de facto K (X,Y") jest domknieta
podprzestrzenig przestrzeni B(X,Y).

Whniosek 3.23. Granica operatorow skornczonego rzedu jest operatorem zwartym.

DowOD. Wynika to wprost z Twierdzen 3.16 oraz 3.21. [

Uwaga 3.24. W przestrzeniach Hilberta powyzsza implikacje da sie odwrocié, tzn. mozna
pokazaé, ze operator jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest granica operatoréow skon-
czonego rzedu, patrz [7]. Taka charakteryzacja nie ma miejsca w ogolnych przestrzeniach
Banacha, co byto przez wiele lat nierozwigzanym waznym pytaniem. W 1973 roku Per Enflo
podal kontrprzyktad, opierajac sie¢ na pracy Alexandra Grothendiecka i Stefana Banacha.
W przyktadzie ponizej pokazemy jak zastosowaé Twierdzenie 3.21, przy dowodzeniu zwar-
tosci operatora.

Przyktad 3.25. Pokazemy, ze operator T : (> — (? zadany wzorem
2 3
Tz = |z(1), M,&,...
2 3

jest zwarty. Rozwazmy ciag operatorow T), : (2 — (? gdzie

Tz = <x(1),m(2) ‘T(”),o,o,..).

2777 n
Wtedy kazdy element ciggu jest operatorem ograniczonym, wiec z Twierdzenia 3.16, sa to
operatory zwarte. Ponadto

(=T = 3 20 < 3 Jati)? < J2E
" i=n-+1 ’I’L+ 1 2 i=n+1 (n+ 1)2’

czyli przechodzac do supremum po x o normie 1 otrzymujemy

1
T =T, < —-
n+1

Zatem T, — T i na mocy Twierdzenia 3.21 operator T' jest zwarty.
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3.2 Elementy teorii spektralne;j

Teraz omoéwimy elementy teorii spektralnej, ktora rozpatruje sie nad ciatem liczb zespolo-
nych. Dlatego od tej pory wszystkie przestrzenie liniowe beda zespolone, tzn. nad ciatem
liczb zespolonych C. W catym podrozdziale T € B(X) bedzie operatorem ograniczonym
na zespolonej przestrzent Banacha X.

Definicja 3.26. Zbiorem rezolwenty operatora T' nazywamy zbior p(T') tych liczb zespo-
lonych A, dla ktorych operator AI —T' jest odwracalny, czyli

p(T) :={X € C : odwzorowanie A\ — T : X — X jest odwracalne}.

Operator
ROAT) = A =T)7, e p(T),

nazywamy rezolwentq operatora T" w punkcie A. Dopelnienie zbioru p(7) w C nazywamy
widmem (lub tez spektrum) operatora T' i oznaczamy przez o(T'). Czyli

o(T) :={\ € C : odwzorowanie A\l —T : X — X jest nieodwracalne}.

Uwaga 3.27. Zauwazmy, ze B(X) jest nie tylko przestrzenia Banacha, ale jest rowniez al-
gebra z mnozeniem zdefinowanym jako sktadanie operatoréw. Jest to modelowy przyktad
algebry Banacha z jedynka. Jedynka w B(X) jest operator identycznosciowy I. Zatem
moéwigc o odwracalnosci operatora mozna mysle¢ tu o odwracalno$ci w dwoch sensach:
odwracalnosci jako odwzorowania (czyli bijektywnosci) oraz odwracalnosci w sensie alge-
braicznym, czyli jako o istnieniu operatora odwrotnego w algebrze B(X). Natomiast, z
Twierdzenia Banacha-Steinhausa wynika, ze jezeli operator T' € B(X) jest odwracalny
jako odwzorowanie, to odwzorowanie odwrotne 7! jest automatycznie operatorem ogra-
niczonym, czyli 7' € B(X). Zatem odwracalnosci w obu sensach sa sobie rownowazne.

Jesli T' jest operatorem ograniczonym, to promien spektralny r(T') dany jest wzorem

r(T) = limsup /|| 7. (3.3)

Zawuazmy, ze promien spektralny jest liczba skonczona. De facto, z submultiplikatywnosci
normy wynika, ze

r(T) < [T

Lemat 3.28 (Lemat Neumana). Niech T € B(X) bedzie operatorem ograniczonym na
przestrzeni Banacha X oraz niech r(T) < 1. Wtedy operator I — T jest odwracalny w
B(X), a jego odwrotnos$é wyraza sie wzorem

(I-T)"'= i .
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DowOD. Niech T € B(X) i r(T) = limsup,,_,, {/||T"|| < 1. Te drugie zalozenie zasto-
sowane do kryterium Cauchy’ego-Hadamarda oznacza, ze szereg .07 |17 jest zbiezny.
Czyli szereg >0, T™ jest bezwzglednie zbiezny, wiec w szczegdlnosci zbiezny (gdyz B(X)

jest przestrzenia zupetna). Skoro Y.0° ,||7™|| < oo, to ||T7]] — 0, czyli T" — 0. Zatem

(I-T7)Y. T = lim (Z I T’f“) = lim (1-7"") = 1.

k=0 "% \k=o k=0 e
Analogicznie mozna wykaza¢ Y22 T% - (I — T) = I. Stad operator [ — T jest odwracalny
i jego odwrotnosc wyraza si¢ wzorem (I —T)~1 =2  T™. O

Uwaga 3.29. Zauwazmy, ze nierownos¢ ||T']| < 1 implikuje, ze limsup,,_.. {/|T"]] < 1,
ale warunki te nie sa réwnowazne. Zazwyczaj powyzszy lemat formutuje sie przy zalozeniu,
ze ||T|| < 1, gdyz wtedy przypomina on znana ze szkolty formule sume liczbowego szeregu
geometrycznego: jezeli |q| < 1, to szereg geometryczny > o° ,¢" jest zbiezny i jego suma
wynosi (1 —q)~".

Twierdzenie 3.30. Niech T' € B(X) bedzie operatorem ograniczonym na przestrzeni Ba-
nacha X.

(1) Zbior rezolwenty p(T') jest otwarty, a wiec widmo o(T) jest zbiorem domknietym.

(2) Odwzorowanie p(T) 5 X — R(\,T) € B(X) jest holomorficzne w p(T'). Ponadto, dla

k € N zachodzi i
d
——R\T) = (—1)*KIR(A, T)*. 4
AROLT) = (C1*R(.T) (3.4
(3) Jezeli T € B(X), to dla kazdego skalara X € C spetniajacego nieréwnosé |\ > r(T),
mamy X € p(T') oraz

ROA\T) =Y At (3.5)
n=0
gdzie szereg ten jest zbiezny w normie operatorowej. Ponadto

r(T) =sup{|A| : A e a(T)}. (3.6)

(4) Widmo o(T) jest zawsze niepustym zbiorem zwartym. W szczegdlnosci zbior rezol-
wenty p(T') jest otwartym otoczeniem nieskoniczonosci.

DowoD. (1) i (2). Niech p € p(T). Zauwazmy, ze
A =T = (1= (= NR(sT) ) (ul = T)

Ponadto, jezeli |[u — A < ||R(p, T)|| 7Y, czyli |[(x — N)R(u, T)|| < 1, to stosujac lemat
Neumanna, operator I — (u — A\)R(u, T) jest odwracalny oraz

[e.e]

(1= (= 0RGLTY) = S (u = A R T

n=0
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Zatem operator A\I —T jako iloczyn operatorow odwracalnych [(I —(u—A)R(w, T')]- (ul —T')
jest odwracalny i jego odwrotno$é to

(L= T)" = (ul =) [(I — (3 — N R(s, T)] ) S = AR, T)"
n=0
Konkludujac, jesli | — Al < ||R(u, T)|| 7, to A € p(T) oraz
n=0
Zatem p(T) jest zbiorem otwartym i stad o(7') jest zbiorem domknietym. Ponadto R(-,T)
jest funkcja analityczna na p(T) i1 z poréwnania formuly (3.7) z rozwinieciem w szereg
Taylora R(\,T) otrzymujemy (3.4).

(3). Niech T' € B(X) oraz |A\| > r(T') = limsup,,_,. {/||[7"||. Ten drugi warunek ozna-
cza, ze operator % spelia zalozenia lematu Neumanna, czyli operator (I — %) jest od-
wracalny i jego odwrotnosé wynosi Y02 ()" Zatem operator A\l — T = A(I — L) jest
odwracalny jako iloczyn operatora odwracalnego przez liczbe rézna od zera, oraz

1 T\ ! = 71"
-1 - . .
M -T)" = X (I A) = ;::o NEE

Stad A € p(T) oraz (3.5).

Zatem r(T') > supyc, (7 |A|. Aby dowies¢ odwrotnej nier6wnosci, zauwazmy, ze funkcja
R(-,T) jest analityczna w obszarze |A| > sup,ec,(r |1], ktory jest otoczeniem nieskoticzo-
nosci, i na tym obszarze rozwija sie w szereg Laurenta. To rozwiniecie musi byé¢ zgodne

z (3.5). Zatem lim,, o [AANT"T"|| = 0 dla [A| > sup,ec, ) || Dla dowolnego e istnieje A
takie, ze SUp,c, () 1| < |A| < €+ 8up,eq(r [1]- Zatem dla dostatecznie duzych n mamy

) < e < (4 sup )
neo(T)

co dowodzi, ze 7(T) < supP, e, (7 |Al-

(4). Widmo jest zbiorem ograniczonym na mocy wzoru (3.6) oraz domknietym na mocy
1). Zatem potrzebujemy jedynie wykaza¢ niepustos¢ (7). Zalézmy nie wprost, ze o(T) =
0, czyli p(T) = C. Innymi stowy rezolwenta R(-,T) : C — B(X) jest funkcjq calkowita,
czyli analityczna na calej ptaszczyznie zespolonej. Ponadto rezolwenta zbiega do zera w
nieskonczonosci. Rzeczywiscie, dla |A| > ||T'||, z rozwiniecia (3.5) dostajemy

= T
RO = | 35 A~ < ( 0, gdy ]\ — oo
2 w2 ) = e

W szczegdlnoscei wiec, rezolwenta jest funkcja ograniczona. Twierdzenie Liouville’a glosi,
ze kazda zespolona funkcja calkowita, ktora jest ograniczona, jest stala. Zatem na mocy
Twierdzenia Liouville’a R(-,T") jest funkcja stata tozsamosciowo réwna zero:

R(-,T) =0.
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Prowadzi to do sprzecznosci z faktem, ze R(0,T) = T, bo operator odwracalny nie moze
by¢ zerem.

]

Rezolwenta dowolnego operatora 1" spetnia tozsamosé rezolwenty:

dla A\, € p(T); z ktorej w szczegolnosci wynika, ze operatory R(A,T') i R(u,T) sa prze-
mienne. Dla kazdego ograniczonego operatora widmo jest zwartym podzbiorem zbioru liczb
zespolonych C takim, ze o(T) # 0. Oczywiscie, promieri spektralny spelia r(7') < [|T.
Aby pokazaé, ze pewna liczba zespolona nalezy do widma operatora, czesto uzywa sie
nastepujacego Twierdzenia.

Twierdzenie 3.31. Niech T € B(X) bedzie operatorem ograniczonym. Jesli N\, — A,
A € p(T), to X € o(T) wtedy i tylko wtedy, gdy cigg {R(\,,T)} jest nieograniczony.

Ponadto, jesli A € p(T), to dist(\,o(T)) = 7«(R(IA ) 2

1
IR

DowOD. Aby dowiesé pierwszej czesci zalozmy, ze A € p(T'). Wtedy z ciagtosci R(-,T) na
zbiorze p(T') wynika, ze R(\,T') jest skoriczony. Z drugiej strony jesli ||R(\,, T)|| < M dla
kazdego n, to z wzoru (3.7) wnioskujemy, ze kazda A, jest srodkiem dysku |u — \,| < ﬁ,
w ktorym szereg jest zbiezny i ta granica definiuje resolwente. Poniewaz promienie tych
dyskow nie zaleza od n, A zawiera sie w niektorych z nich, wiec A € p(T).

Aby dowies¢ drugiej czesci, zauwazmy, ze dla A € p(T') mamy

1
SR (0} = {5 e o). (39)
Rzeczywiscie, dla p # 0 zachodzi

(al — RAT)f = a (</\ - 1) I—T) RLT) S

«
1

— aR(\,T) (()\ _ ) I— T) f.

(07

Zatem 0 # o € o(R(\,T)) wtedy i tylko wtedy, gdy A — 1 € o(T). Stad dla X € p(T)
mamy

dist(A, o(T)) = inf{|A —ul;n € a(T)} = (sup { B i M;u € 0(T>}>_

= (max{laf.ar € o(RATNN™ = sy > 1oy

Widmo operatora zwykle dzieli sie na kilka podzbioréow.
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e Widmo punktowe o,(T") — zbior takich A € o(7T'), dla ktérych AI — T nie jest rézno-
wartosciowy. Czyli 0,(T") jest zbiorem wszystkich wartosci wlasnych operatora 7.

e Widmo ciggte o.(T') — zbior takich A € o(T'), dla ktorych AI — T jest réznowarto-
Sciowy 1 jego obraz jest gesty w X, ale nie jest rowny calemu zbiorowi X.

e Widmo resztkowe o,.(T) — zbior takich A € o(T), dla ktorych obraz AI — T nie jest
gesty w X.

o Widmo brzegowe oper(T) — zbior takich A € o(T), dla ktorych |A| = r(T)

Ogolnie, widmo operatora zawiera liczby, ktore nie sa wartosciami wlasnymi. Chyba,
ze jest to operator skoriczonego rzedu:

T jest skoniczonego rzedu, to o(T") = 0,(T) i jest to zbior skonczony.

Powyzsza rownos¢ o(1T') = 0,(T") wynika z faktu, iz dla operatora liniowego 7" : C* — C"
suma wymiaréw jadra oraz obrazu réwna sie wymiarowi calej przestrzeni:

n = dim(ker(7")) + dim(7'(C")).

Z tej réwnodci wynika, ze dla operatoréw na przestrzeniach skoriczenie wymiarowych 7' :
C™ — C" nastepujace warunki sa réwnowazne

(1) T jest odwracalny,
(2) T jest réznowartosciowy,
(3) T jest surjekcja.

O operatorach zwartych myslimy jako o granicy ciagu operatoréw skoiniczonego rzedu,
patrz Wniosek 3.23 1 Uwaga 3.24. Z tego punktu widzenia ponizsze twierdzenie opisuje
jak zachowuje sie widmo takiej granicy. Ponizsze twierdzenie, ktore mozna znalez¢ w wielu
zrodtach, patrz np. [17, Sekcja 8.3], |7, Sekcja 7.7|, przedstawia podstawowe fakty dotyczace
widma operatoréw zwartych.

Twierdzenie 3.32. Niech X bedzie przestrzeniq Banacha, T bedzie operatorem zwartym
dziatajgcym na X, a o(T) oznacza widmo operatora T. Wowczas:

(1) Kazda niezerowa warto$é X € o(T) jest wartoscig wtasng operatora T
(2) Dla kazdej niezerowej X € o(T') istnieje taka liczba catkowita m, zZe
ker(T — AI)™ = ker(T — \I)™ ",

a ta podprzestrzen jest skonczenie wymiarowa. Nazywa sie jg uogdlniong przestrzenig
wtasng dla .

(3) Jedynym mozliwym punktem skupienia widma o(T') jest A = 0.
(4) Widmo o(T') jest co najwyzej przeliczalnie nieskoriczone.

(5) Jesli wymiar przestrzeni X jest nieskoniczony, to o(T) musi zawieraé punkt 0.
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3.3 Operatory dodatnie na kratach Banacha

W ponizszej sekcji mozemy rozwazacé zaréwno rzeczywiste jak i zespolone kraty wektorowe.
Bedziemy rozrézniaé te przypadki w sposéb jawny tylko jesli bedzie to konieczne.

Definicja 3.33. Operator liniowy 7' : X — Y zadany na kratach wektorowych X, Y
nazywamy dodatnim jesli wektorom dodatnim przypisuje wektory dodatnie, czyli gdy = > 0
implikuje, ze Tz > 0. Piszemy wtedy symbolicznie T" > 0. Zbiér wszystkich operatorow
dodatnich, zadanych na kratach wektorowych X i Y oznaczamy L, (X,Y).

Przyklad 3.34. Najprostszym przyktadem operatora dodatniego jest operator identycz-
nosciowy I : X — X z Przyktadu 3.5. Ten operator przeprowadza kazdy wektor na siebie,
czyli oczywiscie dla wektorow dodatnich zwraca te same dodatnie wektory.

Przyklad 3.35. Niech a bedzie funkcja liczbowa ciagla zadana na zwartej przestrzeni
metrycznej M. Operator mnozenia T : C(M) — C(M) przez funkcje a, czyli operator
dany wzorem

Tx(t) = a(t)x(t), dla kazdego t € M,

jest dodatni, tylko wtedy, gdy funkcja a jest dodatnia na catej dziedzinie. Przypomnijmy, ze
x > 0 oznacza, ze x(t) > 0 dla kazdego t € M. Zatem jesli a > 0, to rzeczywiscie dodatnie
wektory x > 0 operator T' przeprowadza na dodatnie wektory ax > 0. Natomiast jesli
a(t) < 0 w pewnym punkcie M, to z ciaglosci funcji @ mamy taka nier6wnosé¢ na pewnym
otwartym U otoczeniu t. Dla dowolnej funkcji dodtatniej x > 0 z nosnikiem zawartym w
U mamy Tx < 0 na zbiorze U, czyli T nie jest dodatni.

Przyktad 3.36. Niech ¢ : M — M bedzie odwzorowaniem cigglym na zbiorze zwartym
M. Operator kompozycji T : C(M) — C(M) z funkcja ¢, czyli operator zadany wzorem

Tx(t) = x(e(t)), dla kazdego t € M,
jest zawsze dodatni.
Operator rézniczkowania z Przyktadu 3.6 nie nalezy do klasy operatoréw dodatnich.

Przyktad 3.37. Operator rézniczkowania T : CW[-1,1] — C[-1,1] zadany wzorem
Tx(t) = 2'(t) dla kazdego t € [—1, 1] nie jest operatorem dodatnim. Zauwazmy, ze funkcje
z(t) = (t—1)?, przyjmujaca wartosci dodatnie na calej dziedzinie przeprowadza na funkcje
x'(t) = 2(t — 1), ktora na przyktad dla ¢t = 0 przyjmuje wartosé¢ z'(0) = —2 < 0.

Catkowanie czesto opisuje sie jako operacje odwrotng do rézniczkowania, wiec mozna by
sie spodziewaé, ze operator catkowania z Przyktadu 3.7 rowniez nie bedzie dodatni. Jednak-
ze catka z funkcji dodatniej jest dodatnia. Zatem operator calkowania w przeciwieristwie
do operatora rozniczkowania jest dodatni.

Zauwazmy najpierw, ze zespolone operatory dodatnie sa w rzeczywistosci niczym innym
jak kompleksyfikacja rzeczywistych operatoréw dodatnich.
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Stwierdzenie 3.38. Niech X 1Y bedq rzeczywistymi kratami wektorowymi, a X¢ = X+1.X
oraz Yo =Y + 1Y ich kompleksyfikacjami. Mamy bijektywna odpowiednio$é

L.(X,)Y)>T —1Tc € L, (Xc, Ye)
miedzy rzeczywistymi i zespolonymi operatorami dodatnimi, gdzie
Te(x 4+ 1y) = Tx +iTy, z,y € X.

DowoOD. Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnego operatora R-liniowego 7' : X — Y po-
wyzszy wzor definije operator C-liniowy Tt : X¢ — Y. Ponadto T' jest dodatni wtedy i
tylko wtedy, gdy Tt jest dodatni, gdyz T'X, = T X, . Zatem trzeba pokazaé¢, ze dowolny
operator T¢ : X¢ — Y jest kompleksyfikacja pewnego operatora z X w Y. Ale jesli Tt jest
dodatni, czyli Tc Xy C Y, tostad iz X = X, — X, 1Y =Y, — Y, oraz z addytywnosci
Tt otrzymujemy, ze

T(CX - T(C(X+ - X+) - T((:(X+) — TC(X+) g Y+ — Y+ - Y

Zatem T¢ jako przeksztalca rzeczywista podprzestrzen X C X¢ na rzeczywista podprze-
strzenn Y C Y. Stad jego obciecie T := Tg¢|x jest rzeczywistym operatorem linowym z
X — Y. Ponadto, dla dowolnych z,y € X, z C-liniowo$ci Tz mamy

Te(z +iy) = Tex +iTey = Tx +iTy,
co konczy dowdd. O

Nastepujace warunki charakteryzujace dodatnio$é operatora sa nieustannie wykorzystywa-
ne, np. w teorii catki.

Stwierdzenie 3.39. Dia operatora liniowego T : X — Y okreslonego na kratach Banacha
(rzeczywistych lub zespolonych) nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(1) T jest dodatni,
(2) T jest monotoniczny, tzn. nierdwnosé x < y implikuje Tx < Ty dla kazdych x,y € X;
(3) T jest podmodutowy, tzn. |Tx| < T|x| dla kazdego x € X .

DowoOD. (1)=-(2). W nieréwnosci < y odejmijmy x, a nastepnie nal6zmy na nia operator
T. Otrzymujemy T'(y — x) > 0, zatem z liniowosci operatora i po dodaniu Tx dostajemy
monotonicznos¢ T'r < T'y.

(2)=-(3). Rozwazmy najpierw przypadek rzeczywisty. Na nieréwnos¢ —|z| < = < ||
natézmy T'. Mamy wtedy —7T'|z| = T'(—|z|) < Tz < T'|z|. Zatem, gdy pierwsza nieré6wnosé
pomnozymy przez —1 otrzmamy T'|z| > —Tz. Otrzymujemy wiec Tx, —Tx < T|z|, co
oznacza, ze

|Tx| =Tz V (—=Tx) < T|x|.
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W przypadku zespolonym, korzystajac ze Stwierdzenia 3.38 potrzebujemy rozwazy¢ kom-
pleksyfikacje T rzeczywistego operatora dodatniego T'. Dla dowolnych x,y € X, z definicji
modutu zespolonego, patrz (2.3), mamy

|Te(x 4+ iy)| = |[Tx +iTy| = sup (Txcosf+ Tysinh) = sup T(xcosf + ysinh).
0€[0,27] 0€[0,27)

Skoro x cos + ysin @ < |z + iy|, to z monotonicznosci T' (ktéra wynika z monotonicznosci
Tc) dostajemy T'(xcosf + ysinf) < Tz + iy| = Tc|x + iy|. Zatem

Te(z +iy)| < Telx + iyl
(3)=(1). Dla dodatniego wektora = > 0 zachodzi 0 < |Tz| < T'|z| = T'x. O

Stwierdzenie 3.40. Norma dodatniego operatora T : X — 'Y na kratach Banacha X 1Y
realizuje sie na wektorach dodatnich, to znaczy

1T = sup [[T].
reX 4
llzl|=1

DowOD. Nieréwnos¢ w jedna strone wynika wprost z definicji normy operatora (Definicja
3.4). Mianowicie
T = sup [[Tzl| > sup [T
llzll=1 TEX
]| =1
Przeciwna nier6wno$¢ otrzymujemy korzystajac z Uwagi 2.10 (lub wprost z definicji normy
(2.4) w przypadku zespolonym) oraz Stwierdzenia 3.39, gdyz

|T|| = sup |[Tx|| = sup ||[Tz||| < sup ||T|z|[| = sup |[Tz].
[|lzll=1 [|lz|l=1 |z||=1 ﬁﬁ

]

Uwaga 3.41. Z powyzszego stwierdzenia wynika, ze normy zespolonego operatora dodat-
niego i jego rzeczywistego odpowiednika pokrywaja sie. Doktadniej, na mocy Stwierdzenia
3.38 mozemy zapisaé¢ zespolony operator dodatni T jako kompleksyfikacje rzeczywsitego
operatora dodatniego T. Wzor ze Stwierdzenia 3.40 obowigzuje dla obu tych operatorow.
Zatem skoro T¢|x =T, to

ITell = sup [[Tex| = sup [[T] = [T
ZB€X+ $€X+
[lzf|=1 [[=]I=1

Twierdzenie 3.42. Kazdy dodatni operator T : X — Y okreslony na kratach Banacha X,
Y jest ograniczony.
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DowOD. Zatézmy nie wprost, ze operator T' jest nieograniczony. Wtedy istnieje ciag do-
datnich wektorow {z,}°°, € X, o normie ||z,| = 1 takich, ze n® < ||Txz,|. Wowczas
szereg >_o7 1 75 jest bezwzglednie zbiezny w X, gdyz

n=1 n=1 n
Zatem z zupelnosci przestrzeni X istnieje x = 3272, 5. Jednakze dla kazdego n € N z
tego, ze £ < x, mamy 0 < 7% < Tz, zatem n < 5 ||Ta:n|| = [|[T%|| < ||Tz|, co prowadzi
do sprzecznosci, gdy przejdziemy z n do nieskonczono$ci. O

Uwaga 3.43. Nietrudno zauwazy¢, ze zbior operatorow dodatnich L, (X,Y") tworzy sto-
zek w przestrzeni operatorow liniowych L(X,Y’) na kratach wektorowych X i Y. Zatem
L(X,Y) tworzy uporzadkowana przestrzen wektorowa wzgledem relacji

T<SE 0<S5-T,

patrz Stwierdzenie 1.30. Jesli X i Y sa kratami Banacha, to no mocy Twierdzenia 3.42
mamy L, (X,Y) C B(X,Y) i wtedy przestrzen operatoréw ograniczonych réwniez tworzy
uporzadkowang przestrzen wektorows.

3.4 'Twierdzenie Perrona-Frobeniusa dla dodatnich ope-
ratoré6w zwartych

Jako powazniejsze zastosowanie teorii krat Banacha, udowodnimy abstrakcyjna wersje
twierdzenia Perrona—Frobeniusa. Twierdzenie to dotyczy wlasnosci spektralnych, dlate-
go bedziemy tu rozwaza¢ wylacznie zespolone kraty Banacha. Z drugiej strony dotyczy
ono operatoréw dodatnich, zatem jak wytlumaczyliémy powyzej, przypadek rzeczywisty
mozna zawsze skomplesyfikowaé, a co wiecej kazdy przypadek zespolony jest de facto taka
kompleksyfikacja, patrz Stwierdzenie 3.38.

Zacznijmy od opisu jak rezolwenta zachowuje sie wzgledem dodatniosci.

Stwierdzenie 3.44. Niech 0 < T € B(X) i niech r(T) bedzie jego promieniem spektral-
nym. Wtedy

(1) Resolwenta R(\,T) jest dodatnia dla X\ > r(T).
(2) Jesli |\| > r(T), to dla kazdego f € X zachodzi
[ROAT) S| < R(AL T[] (3.10)

DowoOD. (1). Niech A > r(T'). Przypomnijmy rozwiniecie w szereg Neumana (3.5)

_ i )\—(n+1)T
n=0
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7 dodatniosci T oraz A wynika dodatnioéé sum czesciowych S A=(+DT™ Zatem z do-
mkniecia stozka wektoréw dodatnich wynika dodatniosé szeregu 350, A= +DT™ czyli gra-
nicy ciagu sum czesciowych.

(2). Drugi punkt wynika podobnie z nieréwnosci trojkata dla modutu i jego ciagtosci

N
[ROT)f] = | lim Y- A=
n=0

N
: —(n+1)gm
< Jim 30 0017 ]
N o0
. —(n+1)gmn —(n4+1)gm
< lim 35 ATEITR ] = 37 AT = RALT)| -

O

Z podstawowych wtasnosci widma, patrz Twierdzenie 3.30, wynika, ze widmo brzegowe
oper(T) ={A € o(T) : [A| = r(T)}

jest niepustym zbiorem zwartym. Na ogot ten zbior nie zawiera promienia spektralnego. W
pierwszym kroku pokazemy, ze zachodzi to jednak dla dowolnych operatoréw dodatnich.
Jest to kluczowy element klasycznego twierdzenia Perrona-Forbeniousa.

Twierdzenie 3.45. Niech r(T') bedzie promieniem spektralnym dodatniego operatora T' na
kracie Banacha X. Wtedy r(T') € 0pe,(T) C o(T).

DowoOD. Rozwazmy cigg A, = r(T) + 1. Wtedy X, € p(T) dla kazdego n. W $wietle
Twierdzenia 3.31 jesli lim,, . ||[R(A\n, T)|| = o0, to ze zbieznosci A, — r(T") wynika, ze
r(T) € o(T). Jako, ze widmo brzegowe jest niepuste, wezmy « € o(T') takie, ze |a| = r(T)
i zdefiniujmy p,, = % Stad p, € p(T) i p, — «. Znowu korzystajac z Twierdzenia 3.31
otrzymujemy lim,, . || R(pn, T)|| = co. Nastepnie dla kazdego n wybierzmy wektor jed-
nostkowy z, > 0, patrz Stwierdzenie 3.40, spemiajacy ||R(pn, T)|| = || B(ttn, T)|. Wtedy

ze wzoru (3.10), |R(A, T)z| < R(|A], T)|z|, czyli |R(pn, T)zn| < R(pin, T)|2n| 1 tez

1
1R, T 2 (1B pt, T) 2| 2 1 B, T)zall = 511 R g, T,

co dowodzi tezy. 0

Przypomnijmy, ze liczbe zespolona A € C nazywamy wartoscig wtasng operatora 7T :
X — X, jedli istnieje niezerowy wektor z € X speliajacy réwnanie Tz = Azx. Wtedy
x nazywamy wektorem wlasnym operatora T' odpowiadajacym wartosci wlasnej A. Zbior
wlanosci wlasnych operatora 7' jest niczym innym jak jego widmem punktowym o,(7T).
Widmo punktowe zdefiniowaliémy jako zbior takich A € C, dla ktérych operator liniowy
Al —T nie jest roznowartosciowy. Ale AI —T nie jest réznowartosciowy wtedy i tylko wtedy,
gdy jego jadro ker(A — T') # {0} jest nietrywialne, czyli gdy A jest wektorem wlasnym.
Reasumujac

0,(T) = { wartosci wlasne operatora 7'} C o(T)
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jest waznym podzbiorem widma.

Kluczowym elementem tezy Twierdzenie Perrona - Frobeniusa jest to, ze promien spek-
tralny nie tylko nalezy do widma, ale ze jest jego wartoscia wlasna, ktorej odpowiada do-
datni wektor wlasny. Aby uzyska¢ te dodatkows wtasnos¢ w przestrzeniach nieskoriczenie
wymiarowych, potrzebujemy dodatkowego zalozenia, ze rozwazany operator jest zwarty.
W ten sposob otrzymujemy nastepujaca wersje interesujacego nas twierdzenia, ktora w tej
postaci udowodnili Krein i Rutman [15].

Twierdzenie 3.46 (Twierdzenie Perrona - Frobeniusa na kratach Banacha). Jesli operator
dodatniT' : X — X na kracie Banacha X jest zwarty © jego promaien spektralny jest dodatni
r(T) > 0, to r(T) jest wartoscig wtasng operatora T' dla dodatniego wektora wtasnego.

DowOD. Zalézmy, ze promienn spektralny operatora T jest dodatni r(7") > 0 i rozwazmy
cigg A\, = 7(T) + £. Wtedy dla n dazacych do nieskoriczonosci A, — r(T) i ||[R(\,, T)|| —

0o. Co wiecej dla kazdego n istnieje z, o normie ||z, = 1 takie, ze ||R(\n,T)z,|| >
SIIR(An, T)||. Zdefiniujmy z,, = %, wtedy x,, jest wektorem, ktorego norma ||z,|| >

1 ,
5- Z przeksztalceni

Tn Zn

no R, T)z|l

otrzymujemy ||T'x,, —7(T)z,|| — 0, przy n dazacym do nieskorniczonosci. Na mocy zwartosci
operatora T', ciag {1z, }nen ma podciag zbiezny, ktory oznaczymy rowniez przez {1z, }nen-
Ostatecznie z rozwazan powyzej, stad, ze 7(T) > 0 i poniewaz ||z, || > 1 otrzymujemy, ze
granica lim,, ., z, = x > 0 spelia Tx = r(T)x. O

Twierdzenie 3.46 w przypadku skoriczenie wymiarowym sprowadza sie do klasycznej
wersji Twierdzenia Perrona-Frobeniusa wyrazonego w jezyku macierzy. Macierz kwadrato-
wa A € M,(C) mozemy traktowaé¢ jako operator liniowy A : C" — C", ktérego dziatanie
jest zadane jako mnozenie macierzy przez wektor

app a2 - Qip T a1121 + @122 + -+ - + A1,Ty,

Qo1 Qg2 -+ oy T2 (21T + Q22X + - - + A2pThy
Ar = | . . . = .

An1 Ap2 - Ann Ty, An1T1 + An2T2 + -+ ApnTy

Skoro C" ma skoriczony wymiar, to kazdy operator na tej przestrzeni ma skoniczony rzad,
a wiec jest operatorem zwartym, patrz Twierdzenia 3.16. Ponadto, w przypadku macierzy
stosuje sie nastepujaca nomenklature:

e Mowimy, ze macierz A € ML, (C) jest dodatnia, gdy wszystkie jej elementy sa dodatnie
a;j > 0. Zauwazmy, zZe jest to réwnowazne temu, ze operator A : C* — C" jest
dodatni, gdzie C" rozpatrujemy jako krate wektorowa z naturalnym porzadkiem.
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e Liczbe zespolong A € C nazywamy wartoscig wtasng macierzy, jesli dla pewnego
niezerowego wektora x spetnione jest rownanie macierzowe Ax = Az. Wtedy wektor
x nazywamy wektorem wtasnym macierzy A. Zatem warto$¢ wlasna i wektor wlasny
macierzy sa niejako zdefiniowane jako warto$¢ witasna i wektor wlasny operatora
odpowiadajacego macierzy A.

e Promien spektralny macierzy A jest to maksimum modutéw jej wartosci wtasnych,
czyli liczba 7(A) = maxyeq, () |A|. Promien spektralny operatora A : C* — C", od-
powiadajacego macierzy A, jest zdefiniowany jako maksimum po caltym widmie o(A).
Ale dla operatoréw na przestrzeniach skonczenie wymiarowych o,(A) = o(A), patrz
Twierdzenie 3.32. Czyli pojecie promienia spektralnego dla macierzy i operatoréw sa
zgodne.

Powyzsza dyskusja pokazuje, ze Twierdzenie 3.46 w przypadku macierzowym mozna
wyrazi¢ w nastepujacej formie

Wnhniosek 3.47 (Twierdzenie Perrona-Frobeniusa dla macierzy). Jesli wszystkie elementy
macierzy kwadratowej A sq dodatnie, to promien spektralny macierzy A jest jej wartosciq
wtasng 1 odpowtadajgcy jej wektor wtasny ma wspotrzedne dodatnie.

Przyklad 3.48. Rozwazmy dodatnia macierz
010
A=10 0 1
1 00

Aby wyznaczy¢ jej wartosci wlasne, musimy rozwiaza¢ rownanie (A — A\)z = 0 dla z # 0,
czyli znalezé takie A € C, dla ktérych macierz A — A nie jest odwracalna. Z obliczen

O=det(A—1N)=-N+1=-A-1) <A+H;\/§> (/\+1—2i\/§>

otrzymujemy wiec, trzy wartosci wlasne \; = 1, \y = —”#ﬁ oraz \3 = —ié‘/g. Czyli
promieni spektralny macierzy A wynosi

r(A) = max{|A1], [Aa], [As]} = L.

Wobec tego promieni spektralny r(A) jest wartoscia wlasna macierzy A.
Aby znalezé wektory wtasne vy, v9, v3 odpowiadajace warto$ciom wlasnym Aq, Ag, A3
macierzy A rozwiazemy rownania macierzowe

(A — )\jI)U =0
_)‘j 1 0 Vj1 0
0 —)\J 1 Uj2 = 0 )
1 0 _)‘j Vy3 0
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pamic¢tajac, ze wektory wlasne nie moga by¢ zerowe v; # 0 dla kazdego j = 1,2, 3. Zatem
dla kazdego j = 1,2, 3 musimy rozwiazaé¢ uktad réwnan

—>\jUj1 + Ujg =0
—/\jUjQ + Vj3 = 0 .
U]l — )\j’Ujg = O

Po uproszczeniu otrzymujemy odpowiednio

1+4vV3 1—iV3

Ag= ——— A3 = —
/\1:1 2 2 3 2
vi1 —v13 =0 U21+1+i\[ =0 Z\[
vig — 13 =0 1)22—1—1“[1)3:0 vgr + _O‘
1132—1—1“\[ -0

Teraz w przypadku wartosci wlasnej rownej promieniowi spektralnemu A; = r(A) = 1

tatwo jest tak dobra¢ zmienna wolna w uktadzie réwnan, aby otrzymaé¢ wektor dodat-
1

ni vy = | 1 |. Zatem jak mogliSmy sie spodziewaé¢ wszystko zgadza sie z Twierdze-
1

niem Perona-Frobeniusa dla macierzy. Zauwazmy dodatkowo, ze dla pozostalych warto-

Sci wiasnych nie mozliwe jest otrzymanie wektoréw wtasnych dodatnich poprzez odpo-

wiednie dobranie zmiennych wolnych. Musieliby$émy znalezé o € R\ {0}, dla ktorego

1+;-\/§ L “fa € R. Wektorami wlasnymi dla wartosci wtasnych A\; oraz A3 moga by¢ na

_14iv3 _1-iv3
2 2
przyktad vy, = _1*;7‘\/5 oraz vz = _1%\/5
1 1
W powyzszym przyktadzie macierz jest dodatnia i wyliczenia sa zgodnie z Twierdzeniem
Perrona-Frobeniusa. Zauwazmy, ze dla ogélnych macierzy promien spektralny nie musi by¢

wartodcig wlasna, a nawet gdy jest wartoscig wtasng, to jej wektory wlasne nie musza by¢
dodatnie.

Przyklad 3.49. Rozwazmy macierz

0 10
A=1] 0 0 1
-1 0 0
7, obliczen
1—14v3 14iv3
0=det(A—IN)=-XN—-1=—-A+1) ()\—22\/_> <,\_+2“/_>
otrzymujemy trzy warto$ci wltasne \; = —1, Ay = 1_;‘/3 oraz A3 = Lé*/g. Stad promien
spektralny

r(A) = max{[ A, [Aa, [As[} = 1,
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zatem r(A) nie jest wartoscia wlasna macierzy A. W tym przypadku mamy do rozwiazania
roéwnania macierzowe

_)‘j 1 0 Vj1 0
0 —>\J 1 Uj2 = 0 )
—1 0 _)‘j V43 0

przy zalozeniu, ze v; # 0 dla kazdego j = 1,2, 3. Otrzymujemy stad uklad réwnan

—)\ﬂ}jl —+ Ujg =0
—)\jUjQ + Vj3 = 0 R
_Ujl — /\jUjg = 0

ktory dla poszczegdlnych wartosci wiasnych przyjmuje postac

143 C1+i0v3

)\2 )\3

)\1 - —1 2 2
v —v13 =10 Vo1 + 71_;'\/31;23 =0 "
vig +v3 =0 U22_1L2‘\/3v23:0 { U31+T[U33=O '
V32 — 1_; 31}33 =0
Dla tak wybranej macierzy A wszystkie wektory wtasne sa niedodatnie i moga wynosi¢ na
1 —1-iv3 _1+iv3
2 2
przykltad v; = | —1 |, ve = Lf oraz v3 = | 1=V3
1 1 1

Przyklad 3.50. Rozwazmy macierz

1 1 0
A=10 2 0
0 0 —
Z obliczen
0=det(A—A)=XN+2X2 =X +2=—(A—=2)(A =) (A +1)
wnioskujemy, ze jej wartosci wlasne wynosza A\ = 2, Ay = ¢ oraz A3 = —i. Wtedy promien

spektralny jest jedna z wartosci wlasnych r(A) = max{|2|, |i|, | —i|} = 2 = A\;. Aby znalez¢
wektory wlasne rozwiazmy réwnania macierzowe (A — A\;I)v = 0, czyli

17— )\j 1 0 U1 0
0 2 — )‘j 0 Vj2 = 0 5
0 0 —1 — >\j V3 0

przy zalozeniu, ze wektory wlasne nie mogg by¢ zerowe v; # 0 dla kazdego ¢ = 1,2,3. W
ten sposob dla kazdego 7 = 1,2, 3 otrzymujemy uktad rownan

(i = Aj)vjn + 02 =0
(2 — )\j)’l)jg =0
(Z + )\j)’l}jg =0
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Stad wektor wlasny odpowiadajcy promieniowi spektralnemu r(A) = A\; = 2 musi spetnia¢
uktad rownan

(i — 2)1)11 + v19 =10

V13 — 0

Natomiast nie istnieje a € R\ {0} taka, ze (i — 2)a € R, wiec wektor vy jest niedodatni.
Zatem wektor wtasny odpowiadajacy promieniowi spektralnemu moze wynosic¢ na przyktad

244
5
V1 = 1
0
Dla pozostatych wartosci wtasnych uktady rownan upraszczaja sie do rownan vey = v93 = 0
oraz v3; = vz = 0. Czyli dla Ay = 7 oraz A3 = —¢ mozna wybra¢ dodatnie wektory wtasne
1 0
vo= |0 oraz wv3=| 0
0 1

Teraz pokazemy na przyktadzie, ze w przestrzeniach nieskoniczenie wymiarowych moze
sie zdazy¢ tak, ze zwarty operator dodatni nie posiada wartosci wtasnych. Na mocy Twier-
dzenia 3.46 jest to mozliwe jedynie, gdy 7(7') = 0, czyli gdy widmo o(T") = {0} skltada sie
jedynie z zero. Operatory dla ktorych »(T') = 0 nazywa sie quasi-nilpotentnyma.

Przyklad 3.51. Rozwazmy operator Volterry na przestrzeni funkcji ciagtych, tzn. operator
T:C([0,1]) — C(]0,1]) zadany wzorem

Tz(t) = /Otm(s)ds.

Zauwazmy, ze T jest operatorem calkowym z jadrem k(t,s) = 1j94(s) (operator Volterry
jest chyba najbardziej znanym przykladem operatora catkowego). W szczegolnosei, T jest
operatorem zwartym, patrz Przyktad 3.20. Dodatkowo, poniewaz catka z dodatniej funkcji
przyjmuje warto$ci dodatnie, T" jest operatorem dodatnim. Jednakze ten operator nie ma
zadnych wartos$ci wtasnych. Aby to wykazaé, zatézmy nie wprost, ze dla pewnej niezerowej
funkeji 0 # x € C([0, 1]) oraz liczby A € C mamy Tx = Ax. Czyli = jest wektorem wlasnym
operatora T przy wartosci wtasnej A. To znaczy dla kazdego t € [0, 1]

/Ota;(s)ds = \z(t). (3.11)

Rozniczkujac (3.11) stronami i korzystajac z Podstawowego Twierdzenia Rachunku Catko-
wego (patrz np. [8]) otrzymujemy
z(t) = \'(t).

Gdy A = 0, to rownanie sprowadza sie do z(t) = 0, co daje sprzecznos¢ z zalozeniem,
ze x # 0. Zatem A\ = 0 nie jest wartoscia wlasna operatora T'. Zaltézmy teraz, ze A # 0.
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Wtedy rozwigzaniem ogdélnym powyzszego réwnania rézniczkowego jest funkcja postaci
z(t) = Cex, gdzie C jest dowolng stalg. Z tym, ze zalozylismy wezesniej, ze o #£ 0, zatem
rowniez stata C' musi by¢ rozna od 0. Zauwazmy jednak, ze dla t = 0, Az(0) = J§ 2(s)ds =
0. Czyli 0 = C’e%, a to jest mozliwe tylko, gdy C' = 0. Otrzymujemy sprzecznosc.

Powyzej wykazany brak niezerowych wartosci wtasnych wynika réowniez z faktu, ze
r(T) = 0, co pokazemy teraz. Na mocy Przyktadu 3.20 operator T jest ograniczony, wiec
promien spektralny obliczymy korzystajac z formuty (3.3). W pierwszej kolejnosci wypro-
wadzimy wzor na operator Volterry n-krotnie ztozony T". Zauwazmy, ze dla n = 2 mamy

(T*)(t) =T ( /0 | ) / / (s52)dsyds1.

i postepujac w ten sposob, indukcyjnie, dostajemy

/ / / x(8y)ds,ds, 1 - - dsq.

dla kazdego n € N\ {0}. Teraz obliczymy norme tego operatora
= el 177
W pierwszej kolejnosci dowiedziemy indukcyjnie, ze dla z = 1 mamy
tn

(T")(t) = —~

n!

dla kazdego n € N\ {0}. Dlan =1 mamy (Tx)(t) = [1ds = !, czyli wzor zachodzi.

1 Y
Zal6zmy indukcyjnie, ze (T 'z)(t) = m dla pewnego n € N\ {0}. Wtedy

Zatem na mocy zasady indukcji matematycznej formuta (3.12) jest spetniona. Stad

" n " 1
T = |1T" - 1o = sup — =
t€[0,1] n. n.

(3.12)

Aby oszacowaé norme operatora T z gory zauwazmy, ze z monotonicznosci catki mamy

|Tn / / / Sn 1 |dsn ldsn 2° d81 <
tn
< ||£L'||oo/ / / ds,_1dSp_o - -ds; = ||:B||OO—|,
o Jo 0 n!

czyli [|[T"]] < 4. Wobec tego ||T"|| = . Zatem promien spektralny operatora Volterry
WYNosi zero:

1
r(T) = lim ||[T" ”" = lim — =0.

n—00 n—oo n!

Czyli w tym przypadku nie sa spelnione zatozenia Twierdzenia 3.46.
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Inspiracja do konstrukcji nastepnego przyktadu zostata zaczerpnieta z dyskusji na forum
Math Stack Exchange: Finding the spectrum of integral operator, https://math.stackexcha
nge.com/questions /1739652 /finding-the-spectrum-of-integral-operator (dostep: 29.06.2025).

Przyklad 3.52. Rozwazmy operator catkowy T : C|0, 1] — C]0, 1]:

1

(Kz)(t) :/ k(t,s)x(s)ds
0

z jadrem k(t,s) = min{t, s} dla 0 < s,¢ < 1. Poniewaz calka z dodatniej funkcji przyjmuje
wartosci dodatnie, T jest operatorem dodatnim. Dodatkowo zwartos¢ operatora 1" wynika
z Przyktadu 3.20. Wartosci wlasne obliczymy znajdujac liczby zespolone A € C, ktore dla
x # 0 spelniaja rownanie

jﬁlk(t,s)x(s)ds:: e(t) (3.13)

dla kazdego t € [0, 1]. Zauwazmy, ze jadro mozemy przedstawi¢ réwnowaznie w postaci

: s, gdys<t | s, gdyse|0,4]
mm{t,s}_{t’ gdy s >t _{t, gdy s € (t,1]

Zatem wyrazenie (3.13) przybiera forme

/Ot sx(s)ds + 15/t1 x(s)ds = Ax(t). (3.14)

Zatozmy, ze A\ # 0. Teraz w $wietle Podstawowego Twierdzenia Rachunku Catkowego,
dwukrotnie rozniczkujac (3.14) otrzymujemy tx(t) + [! z(s)ds — tz(t) = A\2/(t), a stad

/tl x(s)ds = \2'(t) (3.15)

—x(t) = M (1). (3.16)

Dodatkowo z rownan (3.14) i (3.15) wstawiajac odpowiednio t = 01i¢ = 1, mamy z(0) = 0
i 2/(1) = 0. DostaliSmy w ten sposob réwnanie rozniczkowe z” + 2 = 0, z warunkami
poczatkowymi z(0) = 0 oraz 2'(1) = 0. Stad wyliczamy (patrz np. [11]), ze rozwiazaniem
og6lnym jest x(t) = C cos % + Cysin ﬁ Natomiast warunek poczatkowy z(0) = 0 im-

plikuje, ze C; = 0, a warunek 2/(1) = 0 oznacza, ze cos\% =0, czyli % = @ dla
wszystkich k € NU{0}. Wobec tego wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory (funkcje)

wlasne operatora T" wyrazaja sie wzorami

4 _ (2k+ )7

)\k = W, "L’k(t) = Sin

t  dlak=0,1,2,....

W przypadku A = 0 z réwnania (3.16) wynika, ze x = 0. Zatem A = 0 nie jest wartoscia,
wlasng operatora T
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Teraz poniewaz operator T' jest zwarty, to na mocy Twierdzenia 3.32(1) widmo wynosi

o(T) = 0,(T) U {0} = {(%f‘l)%z ke N} U {0},

Na mocy wzoru (3.6) (i zwartosci widma) promienri spektralny operatora T jest rowny
najwickszemu modutowi wartosci spektralnej. Zatem

4 4
r(T) =max{|\| : A€ o(T)} = IES@I(W =

Czyli promien spektralny jest réwny wartosci wlasnej \g = %. Ponadto odpowiadajacy jej
wektor wlasny wyraza sie wzorem

xo(t) = sin(gt), dlat € [0,1].

Zauwazmy, ze funkcja ta zgodnie Twierdzeniem Perron-Frobeniusa jest na przedziale [0, 1]
nieujemna (dodatnia).

3.4.1 Zastosowanie do operatoré6w niedodatnich

Twierdzenie Perrona - Frobeniusa dotyczy operatorow dodatnich, jednak dzieki przyto-
czonym dalej Twierdzeniom z ksiazki [16], w niektorych przypadkach mozemy zastosowac
Twierdzenie Perrona - Frobeniusa do modutéw operatoréow niedodatnich.

Przypomnijmy, ze zbiér nazywamy catkowicie ograniczonym, gdy mozna go pokryé
skoniczong iloscig kul o ustalonym promieniu.

Lemat 3.53. Jezeli A jest niepustym, catkowicie ograniczonym podzbiorem M -przestrzeni
X, to zbior D = {sup{ai,as, -+ ,an} : a1, as...,a, € A,n € N} wszystkich skorniczonych
supremow zbioru A jest catkowicie ograniczony. Ponadto sup A istnieje w X i zawiera sie
w domknieciu sup A € D.

DowoD. W $wietle Twierdzenia 2.20 mozemy utozsami¢ X z C(M). Wtedy A odpowia-
da niepustemu, catkowicie ograniczonemu podzbiorowi C'(M). Co na mocy Lematu 3.19
oznacza to, ze A jest normowo ograniczony i réwnomiernie ciagty.

Rozwazmy teraz g € D i wybierzmy funkcje fi, fo,..., fn € A, tak aby spelniaty
formut¢ g = f1 V fo V---V f,. Z robwnomiernej ciagltosci A na M wynika, ze dla e > 0 i
m € M istnieje otoczenie V' punktu m takie, ze nieréwnosé | f(t) — f(m)| < e zachodzi dla
kazdego t € Vi f € A. Zatem z nieréwnosci

|9(t) = g(m)| < sup [fi(t) = fi(m)]
1<ign
wynika |g(t) — g(m)| < e dla kazdego ¢ € V i dla kazdego g € D. Stad D jest réwniez
rownomiernie ciggly na M i poniewaz D jest ograniczony z Lematu 3.19, D jest catkowicie
ograniczony.
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Oznaczmy przez A rodzine skoriczonych podzbioréow zbioru A uporzadkowana przez
C i przez g, = supa dla kazdego o € A. Wtedy {g.} jest ciagiem rosnacym. Zatem z
zwartoéci D istnieje podzbior {g,} zbiezny w normie do g € D. Wiec sup A = sup D =
sup{ga} = g- O

Twierdzenie 3.54. Niech T' : X — Y bedzie operatorem zwartym, odwrorowujgcym kra-
te Banacha X w M-przestrzenn Y. Wtedy modut operatora T istnieje i jest operatorem
zwartym. Ponadto, na stozku dodatnim X przedstawia sie formutq

| T'|(x) = sup [Ty (3.17)

lyl<z
i przestrzen wektorowa wszystkich operatorow zwartych K(X,Y) jest kratq Banacha.

DowoOD. Niech x € X, wtedy T'[—x, x| jest catkowicie ograniczony w Y i z Lematu 3.53

T|(x) = sup |Ty| = sup T'[—x, z]
lyl<z
istnieje w Y. Aby pokazaé¢, ze tak zdefiniowane |T'| jest supremum 7 i —7 zauwazmy
najpierw, ze T < |T| 1 =T < |T| w L(X,Y). Zalozmy teraz, ze £T < R w L(X,Y).
Oczywiscie R jest operatorem dodatnim. Dla |y| < z, mamy

Ty=Ty, —Ty- < Ry; + Ry- = Rly| < Rx.

Zatem |T'|(x) < R(z), dla kazdego x € X, czyli |[T| =TV (-T) w L(X,Y).

Niech teraz U bedzie domknieciem kuli jednostkowej w X. Aby dowies¢, ze operator |T'|
jest zwarty, zauwazmy, ze jesli A jest zbiorem wszystkich skoniczonych supremow T'(U), to
z Lematu 3.53 domkniecie A jest zwarte. Zatem znowu z Lematu 3.53, mamy |T'|(x) € A
dla kazdego = € U,. Stad |T|(U,) C A, a wiec operator |T'| jest zwarty.

Pozostaje wykazaé, ze przestrzen operatorow zwartych K(X,Y) jest krata Banacha.
Zauwazmy, ze kombinacja liniowa operatoréw zwartych jest operatorem zwartym, wprost
z Twierdzenia 3.21 wynika zupelnosé K(X,Y) oraz wzory TV S = (T + S+ |T — 5)),
TAS=3i(T+S—|T—-S5|)zLematu 1.41 definiuja operacje kratowe. Zatem K (X,Y’) jest
kratg Banacha. O

Wykorzystujac dulanosé miedzy M-przestrzeniami i L-przestrzeniami, [19, Theorem 7, stro-
na 25|, z powyzszego twierdzenia mozna wywnioskowaé nastepujaca wersje dualna.

Twierdzenie 3.55. Modut operatora zwartego T : X — Y, odwzorowujgcego L-przestrzen
X w krate Banacha'Y jest zwarty. Ponadto zbior wszystkich operatoréw zwartych na X w
Y tworzy krate Banacha.

Dowod tego twierdzenia znajduje sie w ksiazce [16]. Powyzsze Twierdzenia w potacze-
niu z Twierdzeniem Perrona-Frobeniusa mozemy zastosowa¢ w przypadku, gdy X =Y
jest M-przestrzenia lub L-przestrzenia, czyli na przyktad do operatorow na przestrzeni
Cla,b] lub L'[a,b]. Ponadto, skoro na przestrzeniach skoriczenie wymiarowych wszystkie
normy sa rownowazne, a widmo operatora nie zalezy od normy (jest zdefiniowane w sposob
algebraiczny), wiec mozemy je rowniez zastowa¢ dla macierzy
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Przyklad 3.56. Jak wyglada modul macierzy A? Obliczenie takiego modutu ze wzoru
(3.17) wymaga troche wysitku. W tym przypadku, moze lepiej to zrobi¢ z definicji. Przypo-
mnijmy iz macierz A € M, (C) jest dodatnia, gdy wszystkie jej wspotczynniki sa dodatnie
(nieujemne). Oznaczmy przez M, (C); stozek macierzy dodatnich. Zadaje on na M, (C)
strukture kraty wektorowej, ktora jest izomorficzna z krata wektorowsa C™ 3 naturalng
struktura zadang po wspotrzednych. W szczegdlnosci modut takiego wektora, to wektor
skladajacy si¢ z modutéow. W ten sposob otrzymujemy, ze modut macierzy A = [a;]};—,
to macierz |A|, ktorej wspotezynniki sa modutami wspotezynnikow macierzy A. Czyli

a1; a2 -+ Aip ’Gn| ’@12‘ s |G1n|
Q21 Q22 --+ A2y B ’CL21| ’CL22‘ s |@2n|
Ap1 QAp2 - Ann |an1| |an2| T ’ann|

Zatem na przyktad modut macierzy z Przyktadu 3.49 jest macierza z Przyktadu 3.48, czyli
0
0

-1

10 010
A= 01|, JA=]|001
0 0 100

Jak obliczyliémy w Przyktadzie 3.49, rozkiad spektralny macierzy A, czyli jej wartosci
wlasne wraz z odpowiadajacymi jej wektorami wlasnymi przedstawia sie jak nastepuje:

1 ' 1-iV3 ' _ 144V3
1—1v/3 2 1 3 2

)\l = _171)1 = —1 ) )\2 - 22\/_7?]2 = 71+;\/§ 3 )\3 = —+_2Z\/_7U3 = 71_;\/§
1 1 1

Natomiast analogiczny rozklad dla |A|, patrz Przyktad 3.48, jest nastepujacy

1-iv3 14iv/3

! 1-iV3 T 1+iv3 R
pp=1lw = |1 e A —% 3= T W= _1—;3
1 1 1

Mozna tu zauwazy¢ zadziwiajace zaleznosci. Po pierwsze
r(A) =r(|A])  oraz  |o(A)| = |o(|AD] = {1}.

Po drugie niedodatnia cze$¢ widma macierzy dodatniej |A| pokrywa sie z pewna czescia
widma macierzy o(A), tzn. Ay = o oraz A\3 = pug. Wektory wtasne dla odpowiednich war-
tosci wlasnych \; oraz p; réznia sie tylko na drugiej wspotrzednej i sa przeciwienstwami
swoich sprzezen (macierze A oraz |A| rowniez roznia sie na jednej wspolrzednej). Ponadto
moduly wszystkich wybranych wektoréw wtasnych pokrywaja sie z niedodatnim wekto-
rem wlasnym v; odpowiadajacym maksymalnej dodatniej wartosci wlasnej py = r(|A|)
macierzy |A.
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Sprawdzmy, czy podobne zaleznosci zachodzi réwniez w przypadku macierzy z Przy-
ktadu 3.50. Czyli rozwazmy macierze

t 1 0 110
A=10 2 0 oraz  |Al=1]10 2 0
00 —2 0 01

Rozktad spektralny macierzy A obliczony w Przyktadzie, to

= 1 0
5

)\1:2,1}1: 1 s >\2:?:,'U2: 0 s )\3:—i,U3: 0
0 0 1

Obliczmy zatem teraz rozklad spektralny macierzy |A|. Z rownania charakterystycznego
0= det(|A] — pl) = (1 - p)*(2 — p)

otrzymujemy wartoéci wlasne puy = 2, uo = 1, ug = 1. Zauwazmy, ze otrzymane wartosci
wlasne |A| sa modutami wartosci wlasnych macierzy A. Promieni spektralny nie zmienia
sie

r([Al) = max{[pl, |pol, [us|} = 2 = r(A)

i tak jak w Przykladzie 3.50, jest wartoscia wlasna macierzy |A|. Nastepnie w celu znale-
zienia wektoréw wlasnych rozwiagzujemy réwnanie macierzowe

1— 147 1 0 Wj1 0
0 2 — 0 wpp | =101,
0 0 1-— 122 Wjs3 0

przy zalozeniu, ze wektory wtasne nie moga by¢ zerowe. Otrzymujemy stad uktad réwnan

(1 = pj)wjs +vj2 =0
(2 — pj)wjo =0 :
(1= pj)wis =0
z ktorego wnioskujemy, ze teraz wszystkie wektory wtasne, w tym wektor wtasny odpo-

wiadajacy promieniowi spektralnemu, moga byé¢ dodatnie - mamy przyktadowo rozktad
spektralny

1 1 0
p=2w =1, p=Lw =10 oraz fi3 = 1l,wz= |0
0 0 1

Zatem w tym przypadku wektory wtasne v; oraz wy, odpowiadajace wartosci wlasnej o
najwickszym module znaczaco sie r6znig. Natomiast nieco zaskakujaca jest réwnosé pozo-
stalych par wektorow wtasnych vy = ws, v3 = ws.
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W $wietle powyzszego przyktadu widzimy w zasadzie jedng prawidlowos¢, ze promien
spektralny macierzy A oraz |A| pokrywaja sie. Mozna wiec zadaé ogolne pytanie:

Dla jakich operatorow zachodzi réwnosé r(T") = r(|7T])?

Pytanie te mozna zadac¢ na przyktad dla operatoréw catkowych. Jednakze probe odpowiedzi
na to pytanie, pozostawimy na dalsze badania.

Przyktad 3.57. Powyzszy przykiad, jak i inticuja, podpowiadaja, ze modul operatora
catkowego T' : C([a,b]) — C([a,b]) z jadrem catkowym k(s,t) € C([a,b] X [a,b]), patrz
Przyktad 3.20, powinien by¢ operatorem catkowym z jadrem caltkowym |k(s,?)| bedacym
modulem wyjsciowego jadra k. Tak rzeczywiscie jest. To znaczy

Ta(t) :/abk:(t, s)a(s)ds = |T|z(t) :/ab]k(t,s)|x(s)ds

Jednakze dowod tego faktu jest nietrywialny. Nawet do tego stopnia, ze pierwsze dowody
tego twierdzenia podane przez Krasnosielksiego, Zabrejke, Pustylnika i Sobolewskiego byty
niepoprawne, patrz [26].
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