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lloczyn skalarny

Def. Przestrzenia unitarna (lub tez prehilbertowska) nazywamy
przestrzen liniowa H nad F = R, C wraz z iloczynem skalarnym,
czyli funkcja (-,-) : H x H — F spetniajaca

@ (x,x)>0oraz (x,x) >0dlax#0 (dodatnio-okreslonosc¢)

@ (ax+By,z) =alx,z) + B{y,z), (liniowos¢ w 1-argumencie)

Q@ (x,y) =(y,x),
dlax,y,zeHia,8 eF.

(antysymetria)

A
'Hilbert' von Neumann

Uw. Warunki (2) i (3), implikuja
(x,ay + Bz) = a(x,y) + B(x,z)  (antyliniowos¢ w 2-argumencie)

Zatem iloczyn skalarny jest forma poéttoraliniowa!

Jesli F =R, to (3) przyjmuje postac (x,y) = (y, x). Zatem
rzeczywisty iloczyn skalarny jest funkcja dwuliniowg symetryczng!
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Prz. Wzér (x,y) = > }_; x(k)y(k) definiuje iloczyn skalarny na
przestrzeni skoficzenie wymiarowej H = [F".

Prz. Wzér (x,y) = 3222, x(k)y(k) definiuje iloczyn skalarny na
przestrzeni ciagéw sumowalnych w kwadracie H = /2.

Prz. Wzér ( fQ du definiuje iloczyn skalarny na
przestrzeni funkql ca’rkowalnych w kwadracie H = L2(u).
Uw. Nieréwnos$¢ Holdera dla p = g = 2, czyli

Jo Ix(@)y (D)l dp < lixl2 - llyll2,

zwana réwniez nieréwnoscig Schwartza, gwarantuje ze iloczyn
skalarny na L?(11) jest poprawnie okreslony. Zauwazmy, ze

Ixlla = (o IX(O)P di) 2 = /T, ).
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Def. Norma elementu x € H w przestrzeni unitarnej H nazywamy

Il := v/5,59.
Lem. |lx+ | = || +2Re(x,) + ly|* dia x,y € H J

Tw. (Nieréwnos$¢ Schwartza)

Dla dowolnych wektoréw x, y przestrzeni unitarnej zachodzi

[0 ) < x| - llyl-

Dowdéd: Niech \ € T takie, ze |A| =1 oraz |(x,y)| = A(x, y). Dla
kazdego t € R mamy

0 < (tAx+y, tAx +y) = [[tAx]|? + 2Re(tAx, y) + |ly|?
= t2Ix|1? + 2t|(x, y)| + lly|I*.
Zatem funkgja f(t) := t2||x||? + 2t|(x, y)| + |ly||? jest nieujemna.

Czyli jej wyrdznik jest niedodatni: A = 4|(x, y)|> — 4||x|?|ly|*> < 0.
Po przeksztatceniach daje to |(x,y)| < ||x| - |ly|l. ®
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Whn. Funkgja || - || = v/ (-, ) jest norma na przestrzeni unitarnej. J

Dowéd: ||x|]| =0 <= (x,x) =0 <= x =0. Dla A € F mamy

IAX[| =/ (x, Ax) = /AN x) = VAR x) = AL 1]l
Dla x,y € H mamy

2 _ 2 2R 2Rez<§\z\ 2 2 2
[x+yl°=I[x[F+2Re(x, y) +lyl* < [Ix[IF+2[C )+ Iyl

Schwartz 2 5 ’
< XIE 200 Ayl + = = Ul -+ D=

Pierwiastkujac otrzymujemy nieréwno$¢ tréjkata. l

Def. Przestrzen Hilberta = przestrzeh unitarna,
ktéra jest zupetna w normie || - || = +/(-, ).

Hilbert

Uw. Nieréwnos¢ Schwartza implikuje, ze iloczyn skalarny

(-,-) : Hx H — T funkcja ciagta w normie, ktéra zadaje. W
szczegdlnosci, przedtéza sie on do uzupetnienia przestrzeni H.
Uzupetnienie przestrzeni unitarnej jest przestrzeniag Hilberta!
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Tozsamo$¢ réwnolegtoboku méwi, ze
suma kwadratéw dtugosci bokéw w
rownolegtoboku jest réwna sumie
kwadratow dtugosci przekatnych

Twierdzenie.
W przestrzeni unitarnej H zachodzi tozsamo$¢ réwnolegtoboku:

Veyer  Ix+ylI?+lx =yl =2 (IxI? + llyl?)

oraz iloczyn skalarny jest jednoznacznie wyznaczony przez norme
wzorem polaryzacyjnym:

(x,y) = Hx+ylP=llx=yl?), gdyF=R,
153 iklx+iky|2,  gdy F=C.

Na odwrét, jesli (X, || - ||) jest przestrzenia unormowana, w ktérej
spetniona jest tozsamos¢ réwnolegtoboku, to wzér polaryzacyjny
zadaje iloczyn skalarny na X taki, ze ||x|| = /(x, x).
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Whn. Przestrzen Banacha (X, || - ||) jest przestrzenia Hilberta wtedy
i tylko wtedy, gdy norma || - || spetnia tozsamos¢ réwnolegtoboku.

Prz. Przestrzen LP(u), p > 1, dla przestrzeni z miarg (2, X, 1),
jest przestrzenia Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2.

Zatézmy, ze w LP(p) jest spetniona tozsamos¢ réwnolegtoboku.
Wezmy zbiory roztaczne A, B € X takie, ze 0 < pu(A), u(B) < .
Ktadac x ;=141 y = 1g mamy

2
p

Ix +ylZ + lIx = ylI3 = 2u(AU B)»,

2 (12 + Iy I2) = 2 (1(A)> + u(B)?)

2
Dzielac obustronnie mamy 1 = (u(MA(C%J F 4 (“&533)) . Czyli

ktadac A\ := (ééfg) oraz A\ 1= MéLA(SI)i’) dostajemy liczby takie, ze
O<Ando<1l,  A+do=1=)5+(\)s

Te relacje moga zachodzi¢ tylko wtedy, gdy p =2, gdyz jesli p > 2
to)\,->()\)P ajeslip<2to ) < (A ) dlai=1,2.
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