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H — ustalona przestrzen unitarna.

Def. Wektory x,y € H s3 ortogonalne (lub tez prostopadte),
jezeli (x,y) = 0. Piszemy wtedy x L y.

Uw.x Ly <=y L x,orazVyepyx Ly <= x L x&= x=0. m

W tréjkacie prostokatnym suma
kwadratow dfugosci przyprosto-
katnych jest réwna kwadratowi
dtugosci przeciwprostokatnej!

[Twierdzenie Pitagorasa]
Jesli x Ly, to [lx + y|? = [Ix[* + [ly[|*.
Dowéd: ||x +y[|* = Ix||* + 2Re(x, y) + [ly[|? 4 E -

Uw. Jesli F =R, to
x Ly <= |x+yl*=xI*+lyl>
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Def. Dopetnieniem ortogonalnym zbioru M C H nazywamy
Mt = {x e H:x Ly dla kazdego y € M}.

Jesli x € ML, to piszemy tez x L M. Dla dwéch zbioréw N, M C H
piszemy N 1 M jezeli n L. m dla kazdego n€ N i me M.

Stw. M~ jest domknieta przestrzenia liniowa. J

Dowdéd: Dla kazdego y € H wzér
f;’(X) = <X7Y>a x € H,

definiuje funkcjonat liniowy f, : H - F = R, C. Z nieréwnosci
Schwartza |f,(x)| = |[(x,y)| < ||x]| - [ly||. Czyli f, jest ograniczony
(oraz ||f,|| < |ly||). Zatem f, jest ciagty. Stad ker f, = fy‘l(O) CH
jest domknieta podprzestrzenig liniowa. Zatem

M+t = {x € H: f,(x) = 0 dla kazdego y € M} = My em ker fy.

jest przekrojem domknietych przestrzeni liniowych. B
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Def. Rzut ortogonalny wektora x € H na podprzestrzen M C H
nazywamy wektor y € M taki, ze x —y L M.

X

M

Piszemy wtedy Pyx = y. Czyli

Pux =y e, Veem (x—y,z) =0.

Rzut ortogonalny Ppsx jest wyznaczony jednoznacznie!

Problem: Jak wykaza¢ istnienie rzutu?
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Prz. (Rzut ortogonalny na podprzestrzen jednowymiarow3)
Niech M = {\y : A € F}, gdzie y € H\ {0}, i niech x € H. Wtedy
Ppx = Aoy, gdzie \g € F takie, ze x — A\gy L. M. lle wynosi \g?
X=Xy LM<= Vyem (x—Xoy,z) =0

< Vaer (x — Aoy, Ay) =0

> Yaer A-(x—Xoy,y) =0

= (x=doy,y) =0 <= (x,¥) = doly,y) =0

_ Xy
<= Agp = xR

Zatem
(xy) _ (xy)

y = y.
(y,y) [lyl2

Czasem rzut ten nazywa sie tez rzutem ortogonalnym wektora x
na wektor y i oznacza sie przez Py x.

Pyx = Aoy =

Uw. Obliczajac ||x — Py x||, czyli odlegtos¢ x od podprzestrzeni m‘
M = {\y : A € F}, otrzymujemy dowéd nieréwnosci Schwartza. 443
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