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H — ustalona przestrzen Hilberta. Rzut ortogonalny x € H na
podprzestrzen M C H to Pyx € M taki, ze x — Pyx L M.
X

x — Pux

PMX
M

Problem: Czy rzut ortogonalny Ppx istnieje?

Rysunek sugeruje, ze
- P = dist(x, M) := inf [[x —y|.
Ix = Puaxl| = dist(x, M) i= inf |y

Powyzsze infinimum realizuje sie w doktadnie jednym punkcie, jesli
M jest domknietym zbiorem wypuktym!
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Zbiér M C H jest wypukty, gdy Vx yemVacp,yAx + (1 = A)y € M,
czyli gdy kaidy odcinek o koncach w M caty zawiera sie w M:

/ Wyp u k’{\ //"7\_/;_ ~
'| [ niewypu khy

\_A,/’/ I‘\"— =~

Tw. (O odlegtosci od zbioru wypuktego)

‘\

Niech H przestrzer Hilberta. Dla dowolnego domknietego zbioru
wypuktego M C H oraz punktu x € H istnieje doktadnie jeden
yo € M taki, ze ||x — yo|| = dist(x, M).

Dowéd: “Przesuwajac” zbiér M mozemy zatozy¢ T P Y
ze x = 0. Wtedy twierdzenie przyjmuje postac: / M ‘
W domknietym i wypuktym zbiorze M istnieje
doktadnie jeden element o minimalnej normie: \ o /
el = inf [|y]l. —
e lboll = inf ly] >
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“Istnienie”. Potézmy d := inf lly|| i niech {yn}52; C M taki, ze

llynll — d. Wystarczy pokazac ze {yn}5° 4 jest ciagiem Cauchy, bo
wtedy na mocy zupetnosci H i domkmqtosa M, ciag ten jest
zbiezny do pewnego yg € M i wtedy ||yo|| = limp—oo ||ynl| = d-

|2 SEEEE 312 4 2y~ llyn -+ il

”)/n réwnolegtoboku
Yntym
emM
= 2lynll2 + 2lymll2 — 4 || Lot2m ||? 2
ynll? + 2llym|* — &[] 252]] o M wypukly
< 2|lynll? + 2llyml|? — 4d? "= 202 + 242 — 4d2 = 0.
“Jednoznaczno$c”. Jezeli yi, y» € M takie, ze ||y1]| = ||y2| = d,

to powyzszy rachunek pokazuje, ze y; = y». Rzeczywiscie

H2 tozsamos$¢

Iy — 2lly1 ]2+ 2|ly2 )2 = llys + y2l?

réwnolegtoboku

=212 + 2y |2 - 4 || 232 | {

<2y |2+ 2|ly2|? — 4d? = 2d? + 2d% — 4d> = 0. W

Bartosz Kwaséniewski Wyktad 8

Yn‘g)/m eM
bo M wypukty



Tw. O istnieniu rzutu ortogonalnego

Dla domknietej podprzestrzeni M C H przestrzeni Hilberta H oraz
punktu x € H istnigje rzut ortogonalny y = Py x. Co wiecej,

Ix =yl = dist(x, M) (1)

i rzut y jest przez te réwnos$¢ wyznaczony jednoznacznie.

Dowdd: Skoro M jest zbiorem wypuktym, to na mocy poprzednie-
go twierdzenia istnieje doktadnie jeden y € M spetniajacy (1).
Musimy pokaza¢, ze x —y | M. Niech z € M. Dla t € F mamy

(1)
Ix=yll? < lx=(y+t2)|> = (x—y) +tz]?
y+tzeM

= |x = ylI> = 2Re {x — y, tz) + [t]?|| z|]*.

Stad 0 < |t|?||z]|> — 2Re (x — y, tz) dla t € F. Kfadac t = se’?,
gdzie s € Ri p = arg(x — y, z) nieré6wnos¢ ta przyjmuje postaé

0 < s?[e"?[?||z|>~2sRe(e ™" (x — y, 2)) = 5°[|z[|*~2s| (x — . 2) |.
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Czyli funkcja kwadratowa f(s) = s2||z||?> — 2s| (x — y, z) | jest
nieujemna. Skoro f miejsce zerowe dla s = 0, to jej wyréznik
A = 4|(x — y, z)|? musi wynosi¢ zero, czyli (x — y,z) =0, tzn.
x—ylz Nl

Whn. (Rozkfad przestrzeni Hilberta) Dla dowolnej domkniete;j
podprzestrzeni M przestrzeni Hilberta H mamy

H=Ma M*,

czyli Ve lyemIl,epr x =y +z.

Dowdd: Niech x € H. Potézmy y := Pyx oraz z := x — y. Wtedy
x =y + z oraz z definicji rzutu mamy y € M i x —y 1L M, tzn.

z € ML, Aby pokaza¢ jednoznacznosé tego rozktadu zatézmy, ze
x =y' + 7 dla pewnych y' € M i 2/ € M. Witedy

y-y' =72~z
orazy —y' € Miz—z &M Ale MN M+ = {0} (bo zero jest
jedynym wektorem izotropowym). Zatem y = y' oraz z=27". 1
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Uw. Teze powyzszego wniosku mozna tez zapisac jako
]. = PM + PML7

gdzie 1 jest operatorem identyczno$ciowym na H oraz Py, jest
odwzorowaniem H 5 x — Pyx € M C H.W szczegélnosci, jesli Py
jest rzutem ortogonalnym na domknieta podprzestrzen M, to

1 — Py jest rzutem na jej dopetnienie ortogonalne M-+:

PML:].—PM

Whn. (M+)L = M dla domknietej podprzestrzeni M C H.

Stw. Rzut ortogonalny Py, jest ograniczonym operatorem liniowym
o normie 1 (chyba, ze M = {0} i wtedy Py = 0). J

Dowéd:
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“Liniowo$¢". Niech x,y € H oraz o, 8 € F. Chcemy wykazaé, ze
Pum(ax+ By) = aPpyx + BPpy. Z definicji Pp(ax + By) to jedyny
element w M taki, ze (ax + By) — Puy(ax + By) L M. Wystarczy
zatem pokaza¢, ze wektor aPyx + BPyy ma te same wlasnosci.
Jasne, ze aPyx + BPpy € M bo M przestrzen liniowa. Z liniowosci
(w pierwszym argumencie) iloczynu skalarnego, dla z € M mamy

((ax+By) = (aPmux+BPuy), z) = a(x = Pux, z)+ 5(y — Pmy, z)
=0,

bo x — Ppx oraz y — Ppy sa ortogonalne do M z definicji rzutu.

Zatem (ax + By) — (aPuyx + BPmy) L M.

“Ograniczono$¢”. Dla dowolnego x € H mamy

3
1Pmx|[* < [1Pux(? + 11Pyex|? = G = [|Prx + Ppyox|®
Pitagoras
1=Ppy+P,,1
="l
Stad ||Pum|| < 1. Jezeli Py # 0, to M # {0} i istnieje x € M o
normie 1. Skoro Pyx = x, to ||Pyx| = ||x|| =1, czyli ||Pm]| > 1.
Zatem ||Pyl|=1. 1



Tw. Niech P : H — H liniowy idempotent, tzn. P? = P. NWSR:

@ P jest rzutem ortogonalnym (na PH),

@ P jest samosprzezony, tzn. Yy yen (Px,y) = (x, Py) (P = P*),
@ P jest kontrakcja, tzn. ||P|| <1 (doktadniej ||P|| =1 lub P = 0).

Dowdd: (1)=(2). Dla x,y € H mamy

PH.1l(1-P)H
(Px,y) €-F

PP (o Py (P, (1— P)y)
PHL(1-P)H e

(Px, Py)

(Px, Py) + ((1 — P)x, Py) (x, Py).

(2)=-(3). Dla dowolnego x € H mamy

wartza

2 pP2—p N.Sch
IPx|2 = (Px, Px) = (P(Px),x) "=" (Px,x) < [[Px][-[Ix]]-
(3)=(1). Potrzebujemy pokaza¢, ze x — Px L. PH dla x € H. m

Hint: Niech x € ker P oraz y € PH. Wtedy dla t € F dostajemy

2 2 2 2 2 2 2
Iyl = 1Py + tPx|I” = [IP(y + )| S Hy+tx|| = lylI® +2Ret{x, y) + [t[7[Ix]|".

To implikuje, ze rzeczywista funkcja f(s) = 2s|(x, y)| + s2||x||2 > 0 jest nieujemna. Stad (x,y) = 0.
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Niech H = L?(y1) gdzie (Q, X, jt) przestrzen z miara.
Prz. (Mnozenie przez funkcje charakterystyczna)

Jesli A€ X, to {f € L?(u) : f zeruje sie poza A} jest domknieta
podprzestrzenig H, ktéra mozna utozsamiac z przestrzenia
L2(p|5,) zadana przez przestrzefi z miara (A, 4, itls,), gdzie
Ya={B€X:BC A} Rzutortogonalny z L2(u1) na L2(u|x,) jest
operatorem mnozenia przez funkcje charakterystyczng 14 zbioru A:

PLz(#le)f =14 f, fe Lz(p)

Prz. (Warunkowa warto$¢ oczekiwana)
Jesli F C ¥ jest o-podalgebra, to {f € L2(u) : f jest F-mierzalna}
jest domknietg podprzestrzenia H izometrycznie izomorficzng z

L?(u|7). Zatem istnieje rzut ortogonalny z L%(u) na L?(u|F).
Rzut ten w rachunku prawdopodobienstwa nazywany jest
warunkowa wartoscig oczekiwang pod warunkiem F

Pragunf = E(f,F),  fel’().

ulF)
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