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Analiza Funkcjonalna - etymologia

Nazwa pochodzi od stowa !
ktére z kolei pochodzi z rachunku wariacyjnego, gdzie oznacza
funkcje liczbowa, ktérej argument jest funkcja, np.

J(F) = / L(x, f(x), f'(x)) dx

gdzie L(x,y, z) jest ustalona funkcja.
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Analiza Funkcjonalna - etymologia

Zagadnienie brachistochrony (1696)
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Definicja i geneza

Definicja.
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Definicja i geneza

Definicja.

jest dziatem analizy, ktéry bada
odwzorowania (funkcjonaty, operatory) A: Q — F, gdzie
Q C E, a E i F sg przestrzeniami liniowo-topologicznymi.
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Najwazniejsze operatory liniowe w analizie
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Definicja
Najwazniejsze operatory liniowe w analizie

@ Operacja catkowania

(AF)(x) = / K(x.y)F(y) dy
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Definicja
Najwazniejsze operatory liniowe w analizie

@ Operacja catkowania
b
(4)x) = [ Klxo)f(y) dy
@ Operacja rézniczkowania

(Af)(x) = f'(x)
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@ Operacja catkowania
b
(4)x) = [ Klxo)f(y) dy
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(Af)(x) =f'(x),  (Af)(x)

Bartosz Kosma Kwasniewski 14 stycznia 2010 Analiza Funkcjonalna (prolegomena i inwitacja)



Definicja
Najwazniejsze operatory liniowe w analizie

@ Operacja catkowania
b
(4)x) = [ Klxo)f(y) dy

@ Operacja rézniczkowania

(AN)(x) =1f'(x),  (AF)(x) =) a(x)F(x)

k=0

© Operacja zamiany zmiennych

(A)(x) = f(a(x))
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Definicja
Najwazniejsze operatory liniowe w analizie

@ Operacja catkowania

(AF)(x) = / K(x.y)F(y) dy

@ Operacja rézniczkowania Vito Volterra

(AN)(x) =1f'(x),  (AF)(x) =) a(x)F(x)

k=0

© Operacja zamiany zmiennych

(AN)(x) = f(a(x)),  (Af)(x) = a(x)f(a(x))

Wazony op. kompozycji
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Definicja i geneza

Volterra rozwazat réwnanie

| Kot dy =10, xe bl
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Definicja i geneza

Volterra rozwazat réwnanie, gdzie K i f s3 dane, a ¢ szukane:

| Kot dy =16, xe bl
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Definicja i geneza

Volterra rozwazat réwnanie, gdzie K i f s3 dane, a ¢ szukane:
| Ky =, xelanbl
a

Dzielac [a,b] na nczeScia < x3 < % < ... < X,_1 < X, = b
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Definicja i geneza

Volterra rozwazat réwnanie, gdzie K i f s3 dane, a ¢ szukane:
| Ky =, xelanbl
a

Dzielac [a,b] na nczeScia < x3 < % < ... < X,_1 < X, = b

(0 = |xi — x| = 232)
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Definicja i geneza

Volterra rozwazat réwnanie, gdzie K i f s3 dane, a ¢ szukane:
| Ky =, xelanbl
a

Dzielac [a,b] na nczeScia < x3 < % < ... < X,_1 < X, = b
(6 = |x — xi31] = 2=2) otrzymujemy uktad réw. lin.

k1121 = bl
ko121 + koozo = b,

knlzl + kn2z2 + ...+ knnzn = bn
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Volterra rozwazat réwnanie, gdzie K i f s3 dane, a ¢ szukane:
| Ky =, xelanbl
a

Dzielac [a,b] na nczeScia < x3 < % < ... < X,_1 < X, = b
(6 = |x — xi31] = 2=2) otrzymujemy uktad réw. lin.

k1121 = bl
ko121 + koozo = b,

knlzl + kn2z2 + ...+ knnzn = bn

gdzie kj = 0 - K(x;,x;), zi = @(x;) oraz b; = f(x;).
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Definicja i geneza

Volterra rozwazat réwnanie, gdzie K i f s3 dane, a ¢ szukane:
| Ky =, xelanbl
a

Dzielac [a,b] na nczeScia < x3 < % < ... < X,_1 < X, = b
(6 = |x — xi31] = 2=2) otrzymujemy uktad réw. lin.

k1121 = bl
ko121 + koozo = b,

knlzl + kn2z2 + ...+ knnzn - bn
gdzie kj = 0 - K(x;,x;), zi = @(x;) oraz b; = f(x;).

Zasadnicze pytanie

Co oznacza n — oo 777
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Definicja i geneza

Punkty zwrotne
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Punkty zwrotne
@ V. Volterra, I. Fredholm (1896-1903)
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@ D. Hilbert (1906)
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Punkty zwrotne
@ V. Volterra, I. Fredholm (1896-1903)

@ D. Hilbert (1906)
+ H. Lebesgue
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@ D. Hilbert (1906)
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+ H. Lebesgue + M. Frechet = F. Riesz

© Stefan Banach (1920,1922)

Q S. Banach, H.Hahn (1927,1929)

E. Helly
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Stefan Banach

urodzony: 1982, Krakéw
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Stefan Banach

urodzony: 1982, Krakéw
rodzice: Katarzyna Banach, Stefan Greczek
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Stefan Banach

urodzony: 1982, Krakéw
rodzice: Katarzyna Banach, Stefan Greczek

1910: Zdaje mature. Pracuje w ksiegarni.
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urodzony: 1982, Krakéw
rodzice: Katarzyna Banach, Stefan Greczek

1910: Zdaje mature. Pracuje w ksiegarni.
Studiuje matematyke jako samouk

Bartosz Kosma Kwasniewski 14 stycznia 2010 Analiza Funkcjonalna (prolegomena i inwitacja)



Stefan Banach

urodzony: 1982, Krakéw
rodzice: Katarzyna Banach, Stefan Greczek

1910: Zdaje mature. Pracuje w ksiegarni.
Studiuje matematyke jako samouk

1910-1914: Politech. Lwowska (pétdyplom)

Bartosz Kosma Kwasniewski 14 stycznia 2010 Analiza Funkcjonalna (prolegomena i inwitacja)
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*\ urodzony: 1982, Krakéw

rodzice: Katarzyna Banach, Stefan Greczek

1910: Zdaje mature. Pracuje w ksiegarni.
Studiuje matematyke jako samouk

1910-1914: Politech. Lwowska (pétdyplom)
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Stefan Banach

1916: Spotyka na

Bartosz Kosma Kwasniewski
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urodzony: 1982, Krakéw
rodzice: Katarzyna Banach, Stefan Greczek

1910: Zdaje mature. Pracuje w ksiegarni.
Studiuje matematyke jako samouk

1910-1914: Politech. Lwowska (pétdyplom)
1914: Wraca do Krakowa (wojna)

1916: Spotyka na krakowskich Plantach Hugona Steinhausa
1920: Asystentura na Politechnice Lwowskiej ¢

Doktorat na Uniwersytecie Lwowskim
1922: Habilitacja (Uniw. we Lwowie)
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urodzony: 1982, Krakéw
rodzice: Katarzyna Banach, Stefan Greczek

1910: Zdaje mature. Pracuje w ksiegarni.
Studiuje matematyke jako samouk

1910-1914: Politech. Lwowska (pétdyplom)
1914: Wraca do Krakowa (wojna)

1916: Spotyka na krakowskich Plantach Hugona Steinhausa

1920: Asystentura na Politechnice Lwowskiej ¢
Doktorat na Uniwersytecie Lwowskim

1922: Habilitacja (Uniw. we Lwowie)

1932: Theorie des operations lineaires

Bartosz Kosma Kwasniewski 14 stycznia 2010 Analiza Funkcjonalna (prolegomena i inwitacja)



Stefan Banach

urodzony: 1982, Krakéw
rodzice: Katarzyna Banach, Stefan Greczek

1910: Zdaje mature. Pracuje w ksiegarni.
Studiuje matematyke jako samouk

1910-1914: Politech. Lwowska (pétdyplom)
1914: Wraca do Krakowa (wojna)

1916: Spotyka na krakowskich Plantach Hugona Steinhausa

1920: Asystentura na Politechnice Lwowskiej :
Doktorat na Uniwersytecie Lwowskim

1922: Habilitacja (Uniw. we Lwowie)

1932: Theorie des operations lineaires

1941: Karmiciel wszy
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Stefan Banach

1916:
1920:

1922:
1932:
1941:
1945:

urodzony: 1982, Krakéw
rodzice: Katarzyna Banach, Stefan Greczek

1910: Zdaje mature. Pracuje w ksiegarni.
Studiuje matematyke jako samouk

1910-1914: Politech. Lwowska (pétdyplom)
1914: Wraca do Krakowa (wojna)

Spotyka na krakowskich Plantach Hugona Steinhausa
Asystentura na Politechnice Lwowskiej :
Doktorat na Uniwersytecie Lwowskim
Habilitacja (Uniw. we Lwowie)
Theorie des operations lineaires
Karmiciel wszy

Umiera na raka ptuc (Lwéw)
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Ksiega szkocka
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urodzony: 1903, Budapeszt
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John von Neumann

urodzony: 1903, Budapeszt
imie: Janos von Neumann

1921-1926: Studiuje chemie w Berlinie.
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John von Neumann

urodzony: 1903, Budapeszt
imie: Janos von Neumann

1921-1926: Studiuje chemie w Berlinie.
Uprawia matematyke jako samouk
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John von Neumann

urodzony: 1903, Budapeszt
imie: Janos von Neumann
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Uprawia matematyke jako samouk
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John von Neumann

urodzony: 1903, Budapeszt
imie: Janos von Neumann

1921-1926: Studiuje chemie w Berlinie.
Uprawia matematyke jako samouk

1926: doktorat z matematyki
N ~ +, 1926-1927: Gottingen studia u D. Hilberta
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1932: Mathematische Grundlagen
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John von Neumann
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imie: Janos von Neumann

1921-1926: Studiuje chemie w Berlinie.
Uprawia matematyke jako samouk

1926: doktorat z matematyki
;, 1926-1927: Gottingen studia u D. Hilberta

1930: Princeton (USA)
1932: Mathematische Grundlagen
der Quantenmechanik
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John von Neumann

1930:
1932:

1943:
1944:
1945:

urodzony: 1903, Budapeszt
imie: Janos von Neumann

1921-1926: Studiuje chemie w Berlinie.
Uprawia matematyke jako samouk

1926: doktorat z matematyki

/) 1926-1927: Géttingen studia u D. Hilberta
Princeton (USA)

Mathematische Grundlagen

der Quantenmechanik

projekt Manhattan (Los Alamos)

Theory of Games and Economic Behaviour
First Draft of a Report on the EDVAC
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urodzony: 1903, Budapeszt
imie: Janos von Neumann
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Uprawia matematyke

1926: doktorat z matematyk| s

1930: Princeton (USA)
1932: Mathematische Grundlagen

der Quantenmechanik
1943: projekt Manhattan (Los Alamos)
1944: Theory of Games and Economic Behaviour
1945: First Draft of a Report on the EDVAC
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John von Neumann

1930:
1932:

1943:
1944
1945:
1955:

urodzony: 1903, Budapeszt
imie: Janos von Neumann

1921-1926: Studiuje chemie
Uprawia matematyke

| 1926: doktorat z matematyk| s

Princeton (USA)

Mathematische Grundlagen

der Quantenmechanik

projekt Manhattan (Los Alamos)
Theory of Games and Economic Behaviour
First Draft of a Report on the EDVAC
Umiera na raka (Waszyngton)
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Przestrzen Banacha - przyktady

1) Przestrzen skonczenie wymiarowa E.
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Przestrzen Banacha - przyktady

1) Przestrzen skonczenie wymiarowa E.

dmE=m = E=R".
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Przestrzen Banacha - przyktady

1) Przestrzen skonczenie wymiarowa E.
dmE=m — E=R".

Niech x = (x1, X2, ..., Xm) € E = R™.

z normga takséwkowa:
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Przestrzen Banacha - przyktady

1) Przestrzen skonczenie wymiarowa E.
dmE=m — E=R".

Niech x = (x1, X2, ..., Xm) € E = R™.

z normg takséwkowa: [|x|| = > |xal.
n=1

z norma euklidesowa:
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Przestrzen Banacha - przyktady

1) Przestrzen skonczenie wymiarowa E.
dmE=m — E=R".
Niech x = (x1, X2, ..., Xm) € E = R™.
z norma takséwkowa: ||x|| = i |Xn].

z normg euklidesowa:  [|x| = (3 |xa|2)z.
n=1

Z normg max:
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Przestrzen Banacha - przyktady

1) Przestrzen skonczenie wymiarowa E.
dmE=m — E=R".
Niech x = (x1, X2, ..., Xm) € E = R™.

z normg takséwkowa: [|x|| = > |xal.
n=1

z normg euklidesowa:  [|x| = (3 |xa|2)z.
n=1

z norma max: ||x|| = maxy<p<m |Xal.
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Przestrzen Banacha - przyktady

1) Przestrzen skonczenie wymiarowa E.
dmE=m — E=R".

Niech x = (x1, X2, ..., Xm) € E = R™.

z normg takséwkowa: [|x|| = > |xal.
n=1

m

z normg euklidesowa:  [|x| = (3 |xa|2)z.
n=1

z norma max: ||x|| = maxy<p<m |Xal.

Twierdzenie. Wszystkie normy na £ = R™ sg réwnowazne.
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Przestrzen Banacha - przyktady

2) Przestrzen ciggéw bezwglednie zbieznych
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Przestrzen Banacha - przyktady

2) Przestrzen ciggéw bezwglednie zbieznych

b = {(Xn);.il : Z |Xn| < OO}
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Przestrzen Banacha - przyktady

2) Przestrzen ciggéw bezwglednie zbieznych
b = {(Xn);.il : Z |Xn| < OO}
n=1

Z norma:
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Przestrzen Banacha - przyktady

2) Przestrzen ciggéw bezwglednie zbieznych

b = {(Xn);.il : Z |Xn| < OO}

oo
znorma: - {[(a)azall = 2 [xl.
n=

3) Przestrzen ciagéw ograniczonych
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Przestrzen Banacha - przyktady

2) Przestrzen ciggéw bezwglednie zbieznych

b = {(Xn);.il : Z |Xn| < OO}

oo
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3) Przestrzen ciagéw ograniczonych
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Przestrzen Banacha - przyktady

2) Przestrzen ciggéw bezwglednie zbieznych

b = {(Xn);.il : Z |Xn| < OO}

oo
znorma: - {[(a)azall = 2 [xl.
n=

3) Przestrzen ciagéw ograniczonych
loo = {(Xn);.il © 3m Ynen ’Xn’ < M}

Z norma:
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Przestrzen Banacha - przyktady

2) Przestrzen ciggéw bezwglednie zbieznych

b = {(Xn);.il : Z |Xn| < OO}

oo
znorma: - {[(a)azall = 2 [xl.
n=

3) Przestrzen ciagéw ograniczonych
loo = {(Xn);.il © 3m Ynen ’Xn’ < M}

znorma: - [[(Xn)aZs || = SuPnen |Xal-
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Przestrzen Banacha - przyktady

2) Przestrzen ciggéw bezwglednie zbieznych

b = {(Xn);.il : Z |Xn| < OO}

oo
znorma: - {[(a)azall = 2 [xl.
n=

3) Przestrzen ciagéw ograniczonych
loo = {(Xn);.il © 3m Ynen ’Xn’ < M}

znorma: - [[(Xn)aZs || = SuPnen |Xal-

4) Przestrzen ciggéw zbieznych
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Przestrzen Banacha - przyktady

2) Przestrzen ciggéw bezwglednie zbieznych

b = {(Xn);.il : Z |Xn| < OO}

oo
znorma: - {[(a)azall = 2 [xl.
n=

3) Przestrzen ciagéw ograniczonych
loo = {(%0)721 1 I Vaen x| < M}
z norma: [|(Xa)521 | = suPsen [Xal-
4) Przestrzen ciggéw zbieznych

¢ = {(xn)72; : granica lim x, istnieje}
n—oo
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oo
znorma: - {[(a)azall = 2 [xl.
n=

3) Przestrzen ciagéw ograniczonych
loo = {(Xn);.il © 3m Ynen ’Xn’ < M}
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Przestrzen Banacha - przyktady
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku

Bartosz Kosma Kwasniewski 14 stycznia 2010 Analiza Funkcjonalna (prolegomena i inwitacja)



Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku

C[0,1]={f:[0,1] = R : f jest ciagla}
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
C[0,1]={f:[0,1] = R : f jest ciagla}

Z norma:
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
C[0,1]={f:[0,1] = R : f jest ciagla}

znorma: ||f|| = MaXec(o,1] [f(t)].
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
C[0,1]={f:[0,1] = R : f jest ciagla}
z norma:  ||f|| = max.cpy |f(t)]-

6) Przestrzen funkcji klasy C*
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
Cl0,1] ={f :[0,1] = R : f jest ciagla}
z norma:  ||f|| = max.cpy |f(t)]-
6) Przestrzen funkcji klasy C*

CM[0,1] = {f :[0,1] = R : pochodna f’ jest ciagla}
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
Cl0,1] ={f :[0,1] = R : f jest ciagla}
z norma:  ||f|| = max.cpy |f(t)]-
6) Przestrzen funkcji klasy C*
CW[0,1] = {f : [0,1] — R : pochodna f jest ciagla}

Z norma:
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
Cl0,1] ={f :[0,1] = R : f jest ciagla}
z norma:  ||f|| = max.cpy |f(t)]-
6) Przestrzen funkcji klasy C*
CW[0,1] = {f : [0,1] — R : pochodna f jest ciagla}

z norma: ||f|| = max.cp 1) |[f(t)]
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
Cl0,1] ={f :[0,1] = R : f jest ciagla}
z norma:  ||f|| = max.cpy |f(t)]-
6) Przestrzen funkcji klasy C*
CW[0,1] = {f : [0,1] — R : pochodna f jest ciagla}

znormy: ||f| = MaXte[o,1] 1£(e)] + MaXte(o,1] 1£(t)].
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
Cl0,1] ={f :[0,1] = R : f jest ciagla}
z norma:  ||f|| = max.cpy |f(t)]-
6) Przestrzen funkcji klasy C*
CW[0,1] = {f : [0,1] — R : pochodna f jest ciagla}
2 norma: [[F]| = maxecpon) F(£)] + maxecon [F/(6)]

7) Przestrzen funkeji catkowalnych
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
Cl0,1] ={f :[0,1] = R : f jest ciagla}
z norma:  ||f|| = max.cpy |f(t)]-
6) Przestrzen funkcji klasy C*
CW[0,1] = {f : [0,1] — R : pochodna f jest ciagla}
2 norma: [f]] = maxecgo [F(8)] + maxecoy [£/(0)].
7) Przestrzen funkeji catkowalnych

L[0,1] ={f : [0,1] = R : f jest calkowalna}
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
Cl0,1] ={f :[0,1] = R : f jest ciagla}

z norma:  ||f|| = max.cpy |f(t)]-

6) Przestrzen funkcji klasy C*
CW[0,1] = {f : [0,1] — R : pochodna f jest ciagla}

2 norma: [f]] = maxecgo [F(8)] + maxecoy [£/(0)].

7) Przestrzen funkeji catkowalnych
L[0,1] ={f : [0,1] = R : f jest calkowalna}

Z norma:
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Przestrzen Banacha - przyktady

5) Przestrzen funkeji ciagtych na odcinku
Cl0,1] ={f :[0,1] = R : f jest ciagla}

z norma:  ||f|| = max.cpy |f(t)]-

6) Przestrzen funkcji klasy C*
CW[0,1] = {f : [0,1] — R : pochodna f jest ciagla}

2 norma: [f]] = maxecgo [F(8)] + maxecoy [£/(0)].

7) Przestrzen funkeji catkowalnych
L[0,1] ={f : [0,1] = R : f jest calkowalna}

znorma: |[f|| = [} |F(t)]dkt.
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Historia i powigzania Analizy Funkcjonalne;
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Historia i powigzania Analizy Funkcjonalne;
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Historia i powigzania Analizy Funkcjonalne;
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Historia i powigzania Analizy Funkcjonalne;
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Historia i powigzania Analizy Funkcjonalne;
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Historia i powigzania Analizy Funkcjonalne;
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