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Rozdziaª 1

Przestrzenie Banacha i operatory

ograniczone

1.1 Przestrzenie Banacha

Przypomnijmy, i» elementy przestrzeni liniowej (wektorowej) X nazywamy wektorami. Wektory
mo»emy dodawa¢ i mno»y¢ przez skalar. Przez skalary b¦dziemy tu zawsze rozumie¢ liczby
rzeczywiste R lub liczby zespolone C. Przestrze« X wraz z dodawaniem wektrorów tworzy grup¦
przemienn¡, a jej element neutralny nazywamy wektorem zerowym i oznaczmy 0 ∈ X.

De�nicja 1.1. Przestrzeni¡ unormowan¡ nazywamy przestrze« liniow¡ X nad ciaªem F := R,C
wyposa»on¡ w norm¦, tzn. funkcj¦ ‖ · ‖ : X → [0,∞) speªniaj¡c¡ nast¦puj¡ce warunki

(N1) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0, (niezdegenerowanie)

(N2) ‖λx‖ = |λ| · ‖x‖, (dodatnia jednorodno±¢)

(N3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, (nierówno±¢ trójk¡ta)

gdzie x, y ∈ X i λ ∈ F. Liczb¦ ‖x‖ nazywamy norm¡ (dªugo±ci¡) wektora x ∈ X.

Uwaga 1.2. Norma zadaje wzorem d(x, y) := ‖x − y‖, x, y ∈ X, metryk¦ (� sprawdzi¢).
Zatem przestrze« liniowa jest zarówno przestrzeni¡ liniow¡ jak i przestrzeni¡ topologiczn¡. Zbiory
otwarte w X s¡ sumami kul otwartych, gdzie kul¡ otwart¡ o ±rodku w x ∈ X i promieniu r > 0
nazywamy zbiór

K(x, r) := {y ∈ X : ‖x− y‖ < r}.

Ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X jest zbie»ny do x ∈ X wtedy i tylko wtedy, gdy limn→∞ ‖xn−x‖ = 0. Piszemy

wtedy xn → x, xn
X−→ x lub xn

‖·‖−→ x.

Warunek trójk¡ta (N3) ma tu nast¦puj¡c¡ interpretacj¦ geome-
tryczn¡: suma dªugo±ci dwóch boków trójk¡ta jest nie mniejsza, ni»
dªugo±¢ boku pozostaªego. (patrz rysunek po prawej, dla trójk¡ta o
wierzchoªkach 0, x i x+y). Implikuje on, »e ró»nica dªugo±ci dwóch
boków trójk¡ta jest nie wi¦ksza, ni» dªugo±¢ boku pozostaªego, co
mo»na zapisa¢ nast¦puj¡co: x‖x‖

y

‖y‖
‖x+

y‖
x+ y

Lemat 1.3. Dla dowolnych wektorów przestrzeni unormowanej zachodzi∣∣‖x‖−‖y‖∣∣ ≤ ‖x−y‖. (odwrotna nierówno±¢ trójk¡ta)
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Dowód. Korzystaj¡c z nierówno±ci trójk¡ta mamy ‖x‖ = ‖(x − y) + y‖ ≤ ‖x − y‖ + ‖y‖, sk¡d
‖x‖ − ‖y‖ ≤ ‖x − y‖. Analogicznie ‖y‖ = ‖(y − x) + x‖ ≤ ‖y − x‖ + ‖x‖, sk¡d ‖y‖ − ‖x‖ ≤
‖y − x‖.

Struktura liniowa w przestrzeni unormowanej jest zgodna z jej struktur¡ topologiczn¡, w tym
sensie, »e operacje liniowe s¡ ci¡gªe:

Stwierdzenie 1.4. W przestrzeni unormowanej mno»enie przez skalar, dodawanie wektorów i
norma s¡ funkcjami ci¡gªymi.

Dowód. Interesuj¡ nas funkcje �mno»enie przez skalar� · : F × X → X, �dodawanie wektorów�
+ : X × X → X oraz �norma� ‖ · ‖ : X → [0,+∞). Niech λn → λ, xn → x i yn → y, tzn.
|λn − λ| → 0, ‖xn − x‖ → 0 i ‖yn − y‖ → 0. Wtedy

‖λnxm − λx‖
(N3)

≤ ‖λnxm − λnx‖+ ‖λnx− λx‖
(N2)
= |λn| · ‖xm − x‖+ |λn − λ| · ‖x‖ −→ 0, przy n,m→∞.

Zatem λnxm → λx, co dowodzi ci¡gªo±ci mno»enia przez skalar. Podobnie

‖(xn + ym)− (x+ y)‖
(N3)

≤ ‖xn − x‖+ ‖ym − y‖ −→ 0, przy n,m→∞,

dowodzi ci¡gªo±ci dodawania wektorów. Natomiast ci¡gªo±¢ normy wynika ªatwo z �odwrotnej

nierówno±ci trójk¡ta�. Rzeczywi±cie
∣∣‖xn‖ − ‖x‖∣∣ Lemat 1.3

≤ ‖xn − x‖ → 0, sk¡d ‖xn‖ → ‖x‖.

Przypomnijmy, »e ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X w przestrzeni metrycznej X nazywamy ci¡giem Cauchy
je»eli ∀ε ∃N ∀n,m≥N d(xn, xm) < ε, czyli gdy d(xn, xm) → 0 przy n,m → ∞. Natomiast prze-
strze« metryczn¡ nazywamy zupeªn¡, je»eli ka»dy jej ci¡g Cauchy jest zbie»ny (posiada granic¦).
Teori¦ przestrzeni unormowanych zupeªnych rozwin¡ª Stefan Banach i st¡d nazywamy je dzi±
przestrzeniami Banacha:

De�nicja 1.5. Przestrzeni¡ Banacha nazywamy przestrze« unormowan¡ zupeªn¡, tzn. prze-
strze« (X, ‖ · ‖), w której zachodzi

∀
{xn}∞n=1⊆X

lim
n,m→∞

‖xn − xm‖ = 0︸ ︷︷ ︸
{xn}∞n=1 ci¡g Cauchy

=⇒ ∃
x0∈X

lim
n→∞

‖xn − x0‖ = 0.︸ ︷︷ ︸
{xn}∞n=1 ci¡g zbie»ny

Uwaga 1.6. Ka»dy ci¡g zbie»ny jest ci¡giem Cauchy (� pokaza¢). Zatem w przestrzeniach
zupeªnych ci¡g jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ci¡giem Cauchy.

Przykªad 1.7. Zbiór liczb rzeczywistych R jest niemal z de�nicji przestrzeni¡ zupeªn¡ - jest
to rozszerzenie (uzupeªnienie) zbioru liczb wymiernych Q, jako przestrzeni metrycznej, do prze-
strzeni zupeªnej, por. Twierdzenie 1.11 poni»ej. Zatem R jest jednowymiarow¡ przestrzeni¡ Ba-
nacha z moduªem |t|, t ∈ R, jako norm¡.

Przykªad 1.8 (Przestrze« euklidesowa). Ka»da sko«czenie wymiarowa przestrze« liniowa na
ciaªem F = R,C jest izomor�czna z X = Fn, gdzie dodawania wektorów i mno»enie przez skalar
jest zde�owane po wspóªrz¦dnych:

x+ y := (x(1) + y(1), x(2) + y(2), ..., x(n) + y(n)), λx := (λx(1), λx(2), ..., λx(n)),
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gdzie x = (x(1), ..., x(n)), y = (y(1), ..., y(n)) ∈ X i λ ∈ F. Jedn¡ z najbardziej standardowych
norm na X jest norma euklidesowa:

‖x‖2 :=

√√√√ n∑
k=1

|x(k)|2

Zauwa»my, »e przestrze« (Rn, ‖ · ‖2) to dobrze znana z analizy przestrze« euklidesowa. W szcze-
gólno±ci, z analizy wiemy, »e jest to przestrze« zupeªna (przestrze« Banacha). Jej zespolony
odpowiednik (Cn, ‖ · ‖2) mo»na równie» traktowa¢ jako rzeczywist¡ przestrze« euklidesow¡.
Mianowicie przyporz¡dkowanie wektorowi zespolonemu (x(1), ..., x(n)) ∈ Cn wektora rzeczy-
wistego (a(1), b(1), ..., a(n), b(n)) ∈ R2n, gdzie x(k) = a(k) + ib(k), zadaje R-liniowy izomor�zm
Cn ∼= R2n, który zachowuje norm¦ � . W szczególno±ci, (Cn, ‖ · ‖2) jest równie» przestrzeni¡
Banacha.

Uwaga 1.9. Jak poka»emy poni»ej ka»da unormowana przestrze« sko«czenie wymiarowa jest
przestrzeni¡ Banacha, patrz Wniosek 1.69. Zatem jedynie przestrzenie niesko«czenie wymiarowe
mog¡ nie by¢ zupeªne.

Poni»sze stwierdzenie pozwala ªatwo konstruowa¢ przykªady unormowanych przestrzeni nie-
zupeªnych, a ponadto pozwala interepretowa¢ �zupeªno±¢� jako �domkni¦to±¢ w nadprzestrzeni�.
Dokªadniej, je±li Y ⊆ X jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni unormowanej X, to b¦dziemy
traktowa¢ Y jako przestrze« unormowan¡ z norm¡ z przestrzeni X (obci¦t¡ do podprzestrzeni
Y ). Tak rozumiana podprzestrze« unormowana Y ⊆ X musi by¢ domkni¦tym podzbiorem X,
je±li jest zupeªna. Implikacja odwrotna zachodzi je±li X jest zupeªna:

Stwierdzenie 1.10. Podprzestrze« liniowa Y przestrzeni Banacha X jest przestrzeni¡ Banacha
⇐⇒ przestrze« Y jest domkni¦ta w X (implikacja �=⇒� zachodzi bez zaªo»enia o zupeªno±ci X).

Dowód. �=⇒�. Przypomnijmy, »e zbiór Y jest domkni¦ty wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera
swoje punkty skupienia.1 Niech y ∈ X b¦dzie punktem skupienia zbioru Y . Wtedy istnieje ci¡g
{yn}∞n=1 ⊆ Y zbie»ny do y. Skoro {yn}∞n=1 zbie»ny, to {yn}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy w Y . Zatem
z zupeªno±ci Y , ci¡g {yn}∞n=1 posiada granic¦ w Y . Czyli y ∈ Y (z jednoznaczno±ci granicy).

�⇐=�. Ka»dy ci¡g Cauchy {yn}∞n=1 ⊆ Y w Y jest ci¡giem Cauchy w X, a zatem jest zbie»ny

w X. To znaczy, istnieje y ∈ X taki, »e yn
‖·‖−→ y. Ale skoro {yn}∞n=1 ⊆ Y i Y = Y , to y ∈ Y .

Zatem Y jest zupeªna.

Poka»emy teraz, »e ka»d¡ przestrze« unormowan¡ mo»na zanurzy¢ w pewn¡ przestrze« Bana-
cha. Zatem powy»sze stwierdzenie rzeczywi±cie pozwala scharakteryzowa¢ zupeªno±¢ za pomoc¡
domkni¦to±ci. Co wi¦cej ka»d¡ przestrze« Y mo»na domkn¡¢ wybranej nadprzestrzeni Banacha
X, otrzymuj¡c w ten sposób przestrze« Banacha Y ⊆ X, a tak otrzymane uzupeªnienie prze-
strzeni Y z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu nie zale»y od wyboru nadprzestrzeni X. T¦ procedur¦
uzupeªniania czasami porównuje si¦ do zaklejania dziur w serze:

Y = ====⇒ Y =

Jest to jeden ze sposobów konstrukcji przestrzeni Banacha, który formalnie opisuje nast¦puj¡ce
twierdzenie:

1Na ogóª Y = Y ∪ Y d, gdzie Y d to zbiór punktów skupienia zbioru Y
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Twierdzenie 1.11 (Uzupeªnienie przestrzeni unormowanych). Ka»d¡ przestrze« unormowan¡
mo»na �uzupeªni¢ do przestrzeni Banacha�. To znaczy je±li (Y, ‖·‖) jest przestrzeni¡ unormowan¡,
to istniej¡

(1) przestrze« Banacha (X, ‖ ·‖) - któr¡ b¦dziemy nazywa¢ uzupeªnieniem przestrzeni (Y, ‖ ·‖);

(2) liniowa izometria Ψ : (Y, ‖ · ‖)→ (X, ‖ · ‖) taka, »e Ψ(Y ) = X.

Czyli Y zanurza si¦ w X jako g¦sta podprzestrze«. Ponadto, uzupeªnienie (X, ‖·‖) jest wyznaczone
jednoznacznie z dokªadno±ci¡ do kanonicznego izometrycznego izomor�zmu.

Dowód. Elementy przestrzeni X zde�niujemy jako klasy abstrakcji ci¡gów Cauchy {xn}∞n=1,
{yn}∞n=1 ⊆ Y wzgl¦dem nast¦puj¡cej relacji równowa»no±ci

{xn} ∼ {yn}
def⇐⇒ lim

n→∞
‖xn − yn‖ = 0.

Odpowiedni¡ klas¦ równowa»no±ci oznaczamy [{xn}]. Na X wprowadzamy struktur¦ przestrzeni
unormowanej wzorami

[{xn}] + [{yn}] := [{xn + yn}] λ[{xn}] := [{λxn}] ‖[{xn}]‖ := lim
n→∞

‖xn‖.

Dodawanie i mno»enie przez skalar s¡ poprawnie okre±lone, poniewa» je±li {xn} ∼ {x′n} i {yn} ∼
{y′n}, to ‖xn + yn − (x′n + y′n)‖ ≤ ‖xn + yn‖ + ‖x′n + y′n‖ → 0, czyli {xn + yn} ∼ {x′n + y′n},
oraz ‖λxn− λx′n‖ ≤ |λ|‖xn− x′n‖ → 0, sk¡d {λxn} ∼ {λx′n}. �eby wykaza¢ poprawno±¢ de�nicji
normy zauwa»my, »e dla [{xn}] ∈ X z odwrotnej nierówno±ci trójk¡ta mamy

|‖xn‖ − ‖xm‖| ≤ ‖xn − xm‖ −→ 0, przy n,m→∞.

Czyli ci¡g liczbowy {‖xn‖}∞n=1 jest Cauchy w R. Zatem jego granica istnieje z zupeªno±ci R. Ta
granica nie zale»y od wyboru reprezentanta, bo je±li {xn} ∼ {x′n}, to |‖xn‖−‖x′n‖| ≤ ‖xn−x′n‖ →
0, czyli limn→∞ ‖xn‖ = limn→∞ ‖x′n‖.

Aksjomaty przestrzeni wektorowej i normy s¡ ªatwe do sprawdzenia � . W szczególno±ci

‖[{xn}]‖ = 0⇐⇒ lim
n→∞

‖xn‖ = 0⇐⇒ xn
‖·‖−→ 0⇐⇒ {xn} ∼ {0} ⇐⇒ [{xn}] = [(0, 0, 0, ..., 0)].

Elementy Y zmo»emy uto»sami¢ z klasami abstrakcji ci¡gów staªych. Formalnie, mamy naturaln¡
liniow¡ izometri¦

Y 3 x0
Ψ7−→ [(x0, x0, ..., x0)] ∈ X.

Obraz Ψ(Y ) jest g¦sty w X poniewa» punkt [{xn}] ∈ X jest granic¡ ci¡gu {Ψ(xm)}∞m=1:

lim
m→∞

‖[{xn}]−Ψ(xm)‖ = lim
m→∞

‖[{xn − xm}]‖ = lim
m,n→∞

‖xn − xm‖ = 0.

�eby pokaza¢ zupeªno±¢ X rozwa»my ci¡g Cauchy {x̃n}∞n=1 ⊆ X w X. Dla ka»dego n ∈ N
mo»emy znale¹¢ xn ∈ Y takie, »e ‖x̃n − Ψ(xn)‖ < 1

n
. Wtedy ci¡g {xn}∞n=1 jest Cauchy w Y

poniewa» ‖xn − xm‖ = ‖Ψ(xn)−Ψ(xm)‖ ≤ ‖Ψ(xn)− x̃n‖+ ‖x̃n − x̃m‖+ ‖x̃m −Ψ(xm)‖ −→ 0,
przy n,m→∞. Ponadto

‖x̃n − [{xn}]‖ ≤ ‖x̃n −Ψ(xn)‖+ ‖Ψ(xn)− [{xn}]‖ −→ 0,

czyli {x̃n}∞n=1 jest zbie»ny w X do [{xn}] ∈ X.
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Je±li Φ : Y → X ′ jest dowoln¡ liniow¡ izometri¡ w przestrze« BanachaX ′ tak¡, »e Φ(Y ) = X ′,
to wzór T (Ψ(x)) := Φ(x) de�niuje liniow¡ izometri¦ z g¦stej podprzestrzeni Ψ(Y ) ⊆ X na
g¦st¡ podprzestrze« Φ(Y ) ⊆ X ′. Izometria T przedªu»a si¦ do izometrycznego izomor�zmu
T : X → X ′. Rzeczywi±cie, dla ka»dego x ∈ X istnieje {xn} ⊆ Ψ(Y ) ci¡g zbie»ny do x i wtedy
ci¡g Txn jest ci¡giem Cauchy w X ′. Zatem istnieje granica Tx := limn→∞ Txn. Ponadto, na
mocy ci¡gªo±ci normy mamy

‖Tx‖ = lim
n→∞

‖Txn‖ = lim
n→∞

‖xn‖ = ‖x‖.

Zatem w ten sposób otrzymujemy poprawnie okre±lon¡ liniow¡ izometri¦ T : X → X ′ (liniowo±¢
wynika natychmiast z liniowo±ci granicy). Ponadto, skoro X jest przestrzeni¡ Banacha, to jej
izometrycznie izomor�czny obraz T (X) te» jest przestrzeni¡ Banacha, a wi¦c jest domkni¦ty w
X ′. St¡d T (X) = X ′. Czyli T : X → X ′ jest odwracaln¡ izometri¡

Wniosek 1.12. Przestrze« unormowana Y jest zupeªna wtedy i tylko wtedy, gdy jej obraz Ψ(Y )
przy dowolnej liniowej izometrii Ψ : Y → X w przestrze« unormowan¡ X jest domkni¦ty w X.

Dowód. Zauwa»my, »e dla dowolnej liniowej izometrii Ψ : Y → X przestrze« Y jest zupeªna
wtedy i tylko wtedy, gdy przestrze« Ψ(Y ) jest zupeªna. Je±li to zachodzi, to Ψ(Y ) jest do-
mkni¦t¡ podprzestrzeni¡ Y na mocy Stwierdzenia 1.10. Na odwrót na mocy Twierdzenia 1.11
istnieje liniowej izometria Ψ : Y → X, gdzie X jest przestrzeni¡ zupeªn¡. Zatem je»eli Ψ(Y ) jest
domkni¦ty w X, to Ψ(Y ) ∼= Y jest przestrzeni¡ zupeªn¡, znowu na mocy Stwierdzenia 1.10.

Na koniec przytoczymy jeszcze jedn¡ charakteryzacj¦ zupeªno±ci wi¡»¡c¡ j¡ z absolutn¡ zbie»-
no±ci¡ szeregów w przestrzeniach unormowanych.

De�nicja 1.13. Dla ci¡gu {xn}∞n=1 ⊆ X w przestrzeni unormowanej X powiemy, »e szereg∑∞
n=1 xn jest zbie»ny, je»eli ci¡g sum cz¦±ciowych {

∑N
n=1 xn}∞N=1 jest zbie»ny w X i wtedy gra-

nic¦
∑∞

n=1 xn := limN→∞
∑N

n=1 xn nazywamy sum¡ szeregu. Powiemy, »e szereg
∑∞

n=1 xn jest
absolutnie zbie»ny je»eli szereg liczbowy

∑∞
n=1 ‖xn‖ <∞ jest zbie»ny.

Lemat 1.14. Niech {xn}∞n=1 ⊆ X b¦dzie ci¡giem Cauchy.

(1) Je»eli pewien podci¡g {xnk}∞k=1 jest zbie»ny do x, to ci¡g {xn}∞n=1 jest zbie»ny do x.

(2) Dla ka»dego q ∈ (0, 1) istnieje podci¡g {xnk}∞k=1 taki, »e ‖xnk−xnl‖ ≤ qk dla ka»dego l ≥ k.

Dowód. (1). Zaªó»my, »e {xnk}∞k=1 jest zbie»ny do x. Korzystaj¡c z ci¡gªo±ci normy i warunku
Cauchy mamy limn→∞ ‖xn − x‖ = limn→∞ limk→∞ ‖xn − xnk‖ = 0.

(2). Konstruujemy »¡dany podci¡g indukcyjnie korzystaj¡c z warunku Cauchy. Najpierw
wybierzmy n1 ∈ N takie, »e ‖xn − xm‖ ≤ q dla n,m ≥ n1. Nast¦pnie bierzemy n2 ≥ n1 takie,
»e ‖xn − xm‖ ≤ q2 dla n,m ≥ n2. W k-tym kroku indukcyjnym wybieramy nk ≥ nk−1 takie, »e
‖xn − xm‖ ≤ qk dla n,m ≥ nk.

Stwierdzenie 1.15. Przestrze« unormowana X jest zupeªna wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy
szereg absolutnie zbie»ny jest zbie»ny w X, tzn. gdy

∑∞
n=1 ‖xn‖ <∞ poci¡ga, »e szereg

∑∞
n=1 xn

jest zbie»ny, dla ka»dego ci¡gu {xn}n=1 ⊆ X.

Dowód. Zaªó»my, »e
∑∞

n=1 ‖xn‖ <∞. Wtedy dla M ≥ N ≥ 1 mamy

‖
M∑
n=1

xn −
N∑
n=1

xn‖ = ‖
M∑
n=N

xn‖ ≤
M∑
n=N

‖xn‖ −→ 0, przy N,M →∞,
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bo ogon szeregu zbie»nego jest zbie»ny do zera. Zatem ci¡g sum cz¦±ciowych {
∑N

n=1 xn}∞N=1 jest
ci¡giem Cauchy, wi¦c musi by¢ zbie»ny je»eli przestrze« X jest zupeªna.

Zaªó»my teraz »e ka»dy szereg wX, który jest absolutnie zbie»ny jest zbie»ny. Niech {xn}∞n=1 ⊆
X b¦dzie dowolnym ci¡giem Cauchy. Na mocy Lematu 1.14(2) istnieje podci¡g {xnk}∞k=1 taki,
»e ‖xnk − xnl‖ ≤ (1/2)k dla ka»dego l ≥ k. Rozwa»my ci¡g {yk}∞k=1 ⊆ X, gdzie y1 := xn1 oraz
yk+1 := xnk+1

− xnk dla k ≥ 1. Odpowiadaj¡cy mu szereg jest bezwzgl¦dnie zbie»ny:

∞∑
k=1

‖yk‖ = ‖xn1‖+
∞∑
k=1

‖xnk+1
− xnk‖ ≤ ‖xn1‖+

∞∑
k=1

(1/2)k = ‖xn1‖+ 1 <∞.

Zatem na mocy zaªo»enia szereg
∑∞

k=1 yk jest zbie»ny. Ale
∑N

k=1 yk = xn1 +
∑N

k=1 xnk+1
− xnk =

xnN , sk¡d wynika, »e podci¡g {xnk}∞k=1 jest zbie»ny. Zatem ci¡g {xn}∞n=1 jest zbie»ny, patrz Lemat
1.14(1).

1.2 Klasyczne przestrzenie Banacha.

1.2.1 Przestrzenie funkcji ci¡gªych

Niech M b¦dzie ustalon¡ przestrzeni¡ topologiczn¡. Jako »e kombinacja liniowa funkcji ci¡gªych
jest funkcj¡ ci¡gª¡, to przestrze« funkcji ci¡gªych C(M) := {x : M → F funkcja ci¡gªa} o
warto±ciach w ciele F = R,C wraz z dziaªanami okre±lonymi punktowo:

(x+ y)(t) := x(t) + y(t), (λx)(t) := λx(t),

dla x, y ∈ C(M), λ ∈ F, jest przestrzeni¡ liniow¡. Przestrze« funkcji ci¡gªych i ograniczonych

Cb(M) := {x ∈ C(M) : sup
t∈M
|x(t)| <∞}

jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni C(M), bo kombinacja liniowa funkcji ograniczonych jest
funkcj¡ ograniczon¡. Na przestrzeni Cb(M) w naturalny sposób okre±lona jest norma supremum

‖x‖∞ := sup
t∈M
|x(t)|

(� sprawdzi¢, »e ‖ · ‖∞ jest norm¡ na Cb(M)).

Lemat 1.16. Zbie»no±¢ w normie ‖ · ‖∞ jest równowa»na zbie»no±ci jednostajnej.

Dowód. xn
‖·‖∞−→ x ⇐⇒ limn→∞ supt∈M |xn(t)−x(t)| = 0 ⇐⇒ ∀ε>0 ∃N∈N ∀n>N supt∈M |xn(t)−

x(t)| < ε ⇐⇒ ∀ε>0 ∃N∈N ∀n>N ∀t∈M |xn(t)− x(t)| < ε
def⇐⇒ xn ⇒ x.

Zbie»no±¢ jednostajn¡, tak jak w powy»szym dowodzie, b¦dziemy oznacza¢ symbolem ⇒,
który podkre±la, »e granica jednostajna ci¡gu funkcji jest znacznie silniejsza ni» zbie»no±¢ punk-
towa. W szczególno±ci,

jednostajnie zbie»ny ci¡g funkcji ci¡gªych musi by¢ zbie»ny do funkcji ci¡gªej

(znany fakt z analizy matematycznej/topologii � ). Zbie»no±¢ punktowa takiej wªasno±ci nie

ma. Np. ci¡g xn(t) = tn jest zbie»ny punktowo na [0, 1] do funkcji nieci¡gªej x(t) =

{
0, t < 1

1, t = 1
.

W szczególno±ci, ci¡g {xn}∞n=1 nie jest zbie»ny w normie ‖ · ‖∞.
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Stwierdzenie 1.17. Przestrze« Cb(M) wraz z norm¡ ‖x‖∞ = supt∈M |x(t)| jest przestrzeni¡
Banacha.

Dowód. Niech {xn}∞n=1 ⊆ Cb(M) ci¡g Cauchy. Wtedy dla ka»dego t ∈M mamy

|xn(t)− xm(t)| ≤ sup
s∈M
|xn(s)− xm(s)| = ‖xn − xm‖∞ −→ 0, przy n,m→∞.

Czyli ci¡g liczbowy {xn(t)}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy w ciele F, a zatem jest zbie»ny (bo ciaªo F
jest zupeªne). Czyli istnieje x(t) ∈ F takie, »e xn(t) → x(t) w F. W ten sposób otrzymujemy
funkcj¦ liczbow¡ M 3 t 7→ x(t) ∈ F, która jest �kandydatem na granic¦� ci¡gu {xn}∞n=1. �eby
pokaza¢, »e {xn}∞n=1 zbiega do x w normie, zauwa»my, »e dla ka»dego t ∈M mamy

|xn(t)− x(t)| = lim
m→∞

|xn(t)− xm(t)| ≤ lim sup
m→∞

‖xn − xm‖∞.

St¡d oraz st¡d, »e ci¡g {xn}∞n=1 jest Cauchy dostajemy

lim
n→∞

‖xn − x‖∞ = lim
n→∞

sup
t∈M
|xn(t)− x(t)| ≤ lim

n→∞
lim sup
m→∞

‖xn − xm‖∞ = 0.

Zatem xn
‖·‖∞−→ x. Granica jednostajna ci¡gu funkcji ci¡gªych jest ci¡gªa. St¡d x ∈ C(M). Co

wi¦cej, funkcja x jest ograniczona, bo ‖x‖∞ ≤ ‖x− xn‖∞+ ‖xn‖∞ <∞. Czyli x ∈ Cb(M) i ci¡g
{xn}∞n=1 jest zbie»ny w przestrzeni Cb(M).

Uwaga 1.18. Rzeczywista funkcja ci¡gªa na zbiorze zwartym osi¡ga swoje kresy i w szczegól-
no±ci jest ograniczona. Zatem je±li M jest przestrzeni¡ zwart¡, to dla ka»dego x ∈ C(M) mamy
‖x‖∞ = maxt∈M |x(t)| <∞ (funkcja |x(t)| osi¡ga swoje maksimum) oraz C(M) = Cb(M).

Wniosek 1.19. Je±li M jest przestrzeni¡ zwart¡, to przestrze« C(M) jest przestrzeni¡ Banacha
z norm¡ ‖x‖∞ = maxt∈M |x(t)|.

Dowód. Stwierdzenie 1.17 + Uwaga 1.18.

De�nicja 1.20. Powiemy, »e funkcja x ∈ C(M) znika w niesko«czono±ci je±li dla ka»dego ε > 0
jej warto±¢ bezwzgl¦dna poza zbiorem zwartym jest mniejsza ni» ε. W szczególno±ci, zbiór

C0(M) := {x ∈ C(M) : ∀ε>0 {t ∈M : |x(t)| ≥ ε} jest zbiorem zwartym}

nazywamy przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych znikaj¡cych w niesko«czono±ci.

Uwaga 1.21. Je±li M jest zwarta, to ka»da funkcja ci¡gªa znika w niesko«czono±ci, bo ka»dy
domkni¦ty podzbiór przestrzeni zwartej jest zbiorem zwartym. Zatem C0(M) = C(M) = Cb(M).

Przykªad 1.22. Niech M = R. Funkcja x(t) = e−t
2
jest

±ci±le dodatnia, wi¦c �nie znika w »adnym punkcie�.
Ale znika w niesko«czono±ci, bo dla 0 < ε < 1 zbiór
{t ∈ M : |x(t)| ≥ ε} = [−

√
ln ε−1,

√
ln ε−1] jest zwarty.

Natomiast na przykªad funkcja x(t) ≡ 1 nie znika
w niesko«czono±ci, bo dla 0 < ε < 1 mamy wtedy
{t ∈M : |x(t)| ≥ ε} = R. ε︸ ︷︷ ︸

{t∈M :|x(t)|≥ε}

e−t
2

Stwierdzenie 1.23. C0(M) jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Banacha (Cb(M), ‖·
‖∞). Zatem (C0(M), ‖ · ‖∞) jest przestrzeni¡ Banacha.
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Dowód. Niech x, y ∈ C0(M) i ε > 0. Zauwa»my, »e

{t : |x(t) + y(t)| ≥ ε}︸ ︷︷ ︸
domkni¦ty

⊆ {t : |x(t)| ≥ ε/2} ∪ {t : |y(t)| ≥ ε/2}︸ ︷︷ ︸
zbiór zwarty, jako suma dwóch zwartych

.

Zatem zbiór {t : |x(t) + y(t)| ≥ ε} jest zwarty, jako domkni¦ty podzbiór zbioru zwartego.
Czyli x + y ∈ C0(M). Dla λ ∈ F zbiór {t : |λx(t)| ≥ ε} jest zwarty, bo albo jest pusty (je±li
λ = 0) albo {t : |λx(t)| ≥ ε} = {t : |x(t)| ≥ ε

|λ|} jest zwarty, bo x znika w niesko«czono±ci.
Zatem λx ∈ C0(M). Ponadto, skoro zbiór {t : |x(t)| ≥ ε} jest zwarty dla ka»dego ε > 0, to
‖x‖∞ = maxt∈M |x(t)| < ∞, bo funkcja ci¡gªa na zbiorze zwartym osi¡ga swoje kresy. Zatem
C0(M) ⊆ Cb(M) jest podprzestrzeni¡ liniow¡.

Aby wykaza¢, »e podprzestrze« C0(M) jest domkni¦ta w Cb(M) rozwa»my dowolny ci¡g
{xn}∞n=1 ⊆ C0(M) zbie»ny do x ∈ Cb(M). Niech ε > 0. Dla dostatecznie du»ego n ∈ N mamy
‖xn − x‖∞ < ε

2
i wtedy

{t : |x(t)| ≥ ε} ⊆ {t : |xn(t)| ≥ ε/2}.

Sk¡d {t : |x(t)| ≥ ε} jest zwarty, jako domkni¦ty podzbiór zbioru zwartego. Zatem x ∈ C0(M).

Przykªad 1.24. Kªad¡c M = N funkcje mo»emy uto»sami¢ z ci¡gami. Traktuj¡c N jako prze-
strze« dyskretn¡ wszystkie funkcje na N s¡ ci¡gªe. Zatem w tym przypadku przestrze« Cb(M)
mo»na uto»sami¢ z przestrzeni¡ ci¡gów ograniczonych. Czyli z przestrzeni¡ Banacha

`∞ := {x = (x(1), x(2), ...) : sup
k∈N
|x(k)| <∞}

wyposa»on¡ w norm¦ ‖x‖∞ := supk∈N |x(k)|. Natomiast przestrze« C0(M) mo»na uto»sami¢ z
przestrzeni¡ ci¡gów zbie»nych do zera:

c0 := {x = (x(1), x(2), ...) : lim
k→∞

x(k) = 0}.

Rzeczywi±cie, podbiór przestrzeni dyskretnej jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest sko«czony.
Zatem znikanie w niesko«czono±ci funkcji x : N → F jest równowa»ne temu, »e ci¡g {x(k)}∞k=1

zbiega do zera:

x ∈ C0(N)⇐⇒ ∀ε>0{k ∈ N : |x(k)| ≥ ε} sko«czony⇐⇒ ∀ε>0∃N∈N∀k>N |x(k)| < ε⇐⇒ x ∈ c0.

W kontek±cie przestrzenii ci¡gów, cz¦sto rozwa»a si¦ równie» przestrze« ci¡gów zbie»nych:

c := {x = (x(1), x(2), ...) : ∃x(∞)∈F lim
k→∞

x(k) = x(∞)}.

Jako »e ci¡gi zbie»ne s¡ ograniczone oraz granica zachowuje kombinacje liniowe, c jest podprze-
strzeni¡ liniow¡ `∞. Ponadto c jest domkni¦ta w `∞ (aby to wykaza¢, trzeba pokaza¢, »e �ci¡g
zbie»ny ci¡gów zbie»nych jest zbie»ny do ci¡gu zbie»nego� � ). Reasumuj¡c mamy wst¦puj¡cy
ci¡g przestrzeni Banacha

c0 ⊆ c ⊆ `∞

wyposa»onych w norm¦ ‖x‖∞ := supk∈N |x(k)|.

Na koniec poka»emy, »e przestrze« C0(M) jest domkni¦ciem przestrzeni funkcji ci¡gªych o
zwartym no±niku. Czyli, »e funkcje znikaj¡ce w niesko«czono±ci to s¡ dokªadnie te funkcje, które
mo»na aproksymowa¢ jednostajnie funkcjami o zwartych no±nikach.
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De�nicja 1.25. No±nikiem funkcji x : M → F nazywamy domkni¦cie zbioru punktów, w
których x si¦ nie zeruje, czyli zbiór supp(x) := {t ∈M : x(t) 6= 0}. Natomiast zbiór

Cc(M) := {x ∈ C(M) : supp(x) jest zbiorem zwartym}
nazywamy przestrzeni¡ funkcji ci¡gªych o zwartych no±nikach.

Lemat 1.26. Przestrze« Cc(M) jest podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Banacha C0(M).

Dowód. Zauwa»my, »e supp(λx) = supp(x) dla λ 6= 0 oraz

supp(x+ y) ⊆ {t ∈M : x(t) 6= 0} ∪ {t ∈M : y(t) 6= 0} = supp(x) ∪ supp(y),

bo domkni¦cie sumy zbiorów jest sum¡ ich domkni¦¢. St¡d wynika, »e Cc(M) jest przestrzeni¡
liniow¡. Ponadto {t ∈M : |x(t)| ≥ ε} ⊆ supp(x), dla ε > 0. Zatem Cc(M) ⊆ C0(M).

W kontek±cie przestrzeni C0(M) zazwyczaj zakªada si¦, »eM jest przestrzeni¡ lokalnie zwart¡,
to znaczy, »e ka»dy punkt M posiada otwarte otoczenie, którego domkni¦cie jest zbiorem zwar-
tym, oraz »e M jest przestrzeni¡ Hausdor�a, czyli »e ka»de dwa ró»ne punkty M posiadaj¡
rozª¡czne otoczenia otwarte. Wynika to st¡d, »e je»eli punkt t nie posiada otoczenia, które jest
zwarte, to ka»da funkcja z C0(M) musi si¦ na nim zerowa¢. Natomiast, je»eli dwa punkty t1,
t2 nie dadz¡ si¦ rozdzieli¢ zbiorami otwartymi, to f(t1) = f(t2) dla ka»dej funkcji ci¡gªej f ,
czyli z punktu widzenia funkcji ci¡gªych mo»na punkty t1 i t2 uto»sami¢. Zauwa»my, »e ka»dy
domkni¦ty lub otwarty podzbiór Rn (lub ogólniej ka»da rozmaito±¢ topologiczna) jest lokalnie
zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a. Ponadto klasa takich przestrzeni jest zamkni¦ta np. na (niesko«-
czone) iloczyny kartezja«skie i sumy proste, wi¦c jest bardzo obszerna. Na takich przestrzeniach
zachodzi Lemat Uryshona, który ma zniezliczone zastosowania:

Twierdzenie 1.27 (Lemat Urysohna, patrz np. [4]). Zaªó»my, »e M jest lokalnie zwart¡ prze-
strzeni¡ Hausdor�a. Dla dowolnego zbioru zwartego K i otwartego U takich, »e K ⊆ U ⊆ M ,
istnieje funkcja ci¡gªa h : M → [0, 1] o zwartym no±niku zawartym w U i przyjmuj¡ca warto±¢ 1
na zbiorze K, patrz rysunek.

Wniosek 1.28. Niech M b¦dzie lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ Hausdor�a. Przestrze« funkcji
ci¡gªych o zwartych no±nikach Cc(M) jest g¦st¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni Banacha
C0(M). Czyli C0(M) jest uzupeªnieniem Cc(M) w normie supremum.

Dowód. Niech x ∈ C0(M). Dla ka»dego n poªó»my Kn := {t : |x(t)| ≥ 1/n} oraz Un := {t :
|xn(t)| > 1/(n+ 1)}. Wtedy Kn jest zwartym podzbiorem zbioru otwartego Un. Zatem na mocy
Lematu Urysohna istnieje hn ∈ Cc(M) taka, »e 0 ≤ h ≤ 1, hn|Kn = 1 oraz supp(hn) ⊆ Un.
Kªad¡c xn := x · hn mamy xn ∈ Cc(M) oraz

‖xn − x‖∞ = sup
t∈M
|x(t)h(t)− x(t)| = sup

t∈M\Kn
|x(t)h(t)− x(t)| ≤ 2/n.

Zatem ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ Cc(M) zbiega do x ∈ C0(M). St¡d Cc(M) = C0(M).

Przykªad 1.29 (Przestrze« ci¡gów sko«czonych). Dla przestrzeni dyskretnejM = N przestrze«
funkcji Cc(M) mo»emy uto»sami¢ z przestrzeni¡ ci¡gów sko«czonych:

c00 = {x = (x(1), x(2), ..., x(N), 0, 0, ...) : N ∈ N, x(k) ∈ F}.
Formalnie jest to przestrze« ci¡gów ze sko«czon¡ ilo±ci¡ wyrazów niezerowych. W szczególno±ci
c00 jest g¦st¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni c0 ci¡gów zbie»nych do zera.
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1.2.2 Przestrzenie Lp dla p ≥ 1

Niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie ustalon¡ przestrzeni¡ z miar¡. Czyli Σ jest σ-algebr¡ podzbiorów zbioru
Ω, a µ : Σ → [0,+∞] jest miar¡ (czyli σ-addytywn¡ funkcj¡ zbioru tak¡, »e µ(∅) = 0). Niech
p ≥ 1. Powiemy, »e funkcja x : Ω → F = R,C jest caªkowalna w p-tej pot¦dze, gdy funkcja |x|p
jest caªkowalna, czyli istnieje liczba

‖x‖p :=

(∫
Ω

|x|p dµ
) 1

p

Zbiór funkcji caªkowalnych w p-tej pot¦dze oznaczamy przez Lp(µ).

Twierdzenie 1.30 (Nierówno±¢ Höldera). Dla dowolnych 1 < p, q < ∞ takich, »e 1
p

+ 1
q

= 1

oraz dowolnych funkcji x ∈ Lp(µ) i y ∈ Lq(µ) zachodzi

‖x · y‖1 ≤ ‖x‖p · ‖y‖q, (1.1)

czyli ∫
Ω

|xy| dµ ≤
(∫

Ω

|x|p dµ
) 1

p
(∫

Ω

|y|q dµ
) 1

q

.

W szczególno±ci x · y ∈ L1(µ). Ponadto nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne

(1) w nierówno±ci (1.1) zachodzi równo±¢;

(2) |x|p i |y|q s¡ liniowo zale»ne poza zbiorem miary zero, tzn. istniej¡ liczby α, β nie b¦d¡ce
jednocze±nie zerami takie, »e α|x|p = β|y|q µ-prawie wsz¦dzie;

(3)
(∫

Ω
|y|q dµ

)
· |x|p =

(∫
Ω
|x|p dµ

)
· |y|q µ-prawie wsz¦dzie.

Dowód. Je±li ‖x‖p = 0, to x = 0 µ-prawie wsz¦dzie, sk¡d x · y = 0 µ-prawie wsz¦dzie i wtedy
warunki (1)-(3) zachodz¡ trywialnie. Podobnie, gdy ‖y‖q = 0. Zaªó»my zatem, »e ‖x‖p 6= 0 i
‖y‖q 6= 0. Zastosujemy nierówno±¢ Younga, która mówi, »e dla dowolnych liczb a, b > 0 mamy

a · b ≤ 1

p
ap +

1

q
bq,

a która wynika np. z wªasno±ci logarytmu. Mianowicie,

ln(ab) = ln a+ ln b =
1

p
ln ap +

1

q
ln bq ≤ ln

(
1

p
ap +

1

q
bq
)
,

gdzie nierówno±¢ wynika z wkl¦sªo±ci logarytmu, patrz ry-
sunek po prawej. Zdejmuj¡c logartym otrzymujemy nierów-
no±¢ Younga. Równo±¢ zachodzi ⇐⇒ ap = bq.

Formalnie, funkcja f jest wkl¦sªa, je±li dla λ ∈ [0, 1] oraz t1, t2 z dziedziny f zachodzi f(λt1 +
(1 − λ)t2)) ≤ λf(t1) + (1 − λ)f(t2). W dowodzie nierówno±ci Younga kªadziemy f(t) = ln(t),
λ = 1

p
, 1− λ = 1

q
, t1 = ap oraz t2 = bq.

Stosuj¡c nierówno±¢ Younga do a = |x(t)|
‖x‖p i b = |y(t)|

‖y‖q otrzymujemy

|x(t)y(t)|
‖x‖p‖y‖q

≤ 1

p
· |x(t)|p

‖x‖pp
+

1

q
· |y(t)|q

‖y‖qq
, dla ka»dego t ∈ Ω.
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Zauwa»my, »e ‖x‖pp =
∫

Ω
|x(t)|p dµ. Zatem caªkuj¡c powy»sz¡ nierówno±¢ obustronnie mamy∫

Ω
|x(t)y(t)| dµ
‖x‖p‖y‖q

≤ 1

p
·
∫

Ω
|x(t)|p dµ
‖x‖pp

+
1

q
·
∫

Ω
|y(t)|q dµ
‖y‖qq

=
1

p
+

1

q
= 1.

Dziel¡c powy»sz¡ nierówno±¢ obustronnie przez ‖x‖p‖y‖q dostajemy ‖x · y‖1 ≤ ‖x‖p · ‖y‖q. Przy
czym, równo±¢ ‖x ·y‖1 = ‖x‖p ·‖y‖q zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy |x(t)|p

‖x‖pp
= |y(t)|q
‖y‖qq

dla µ-prawie
ka»dego t ∈ Ω, czyli gdy ‖y‖qq · |x|p = ‖x‖pp · |y|q µ-prawie wsz¦dzie. To dowodzi równowa»no±ci
(1)⇔(3). Warunek (3) implikuje (2) kªad¡c α = ‖y‖qq i β = ‖x‖pp. Na odwrót, je±li α|x|p = β|y|q
µ-prawie wsz¦dzie, dla pewnych α, β ∈ F to caªkuj¡c mamy α‖x‖p = β‖y‖q lub równowa»nie
α =

‖y‖qq
‖x‖pp

β. Podstawiaj¡c do α|x|p = β|y|q otrzymujemy, »e |x|
p

‖x‖pp
= |y|q
‖y‖qq

µ-prawie wsz¦dzie. Zatem
(2) implikuje (3).

Uwaga 1.31. Liczby 1 < p, q < ∞ speªniaj¡ce 1
p

+ 1
q

= 1 nazywamy sprz¦»onymi hölderowsko.
Oczywi±cie liczby te wyznaczaj¡ si¦ nawzajem: mamy q = p/(p− 1) oraz p = q/(q − 1).

Wniosek 1.32 (Nierówno±¢ Minkowskiego). Dla dowolnego p ≥ 1 oraz x, y ∈ Lp(µ) mamy

‖x+ y‖p ≤ ‖x‖p + ‖y‖p.

W szczególno±ci x+ y ∈ Lp(µ). Ponadto, równo±¢ ‖x+ y‖p = ‖x‖p + ‖y‖p zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy

(1) je±li p = 1, to �x i y maj¡ ten sam kierunek�, czyli x · y ≥ 0 µ-prawie wsz¦dzie;

(2) je±li p > 1, to �x i y s¡ dodatnio proporcjonalne�, tj. istniej¡ α, β ≥ 0, nie b¦d¡ce jedno-
cze±nie zerami, takie »e αx = βy µ-prawie wsz¦dzie.

Dowód. Dla p = 1 dowód jest ªatwy. Rzeczywi±cie, korzystaj¡c z nierówno±ci trójk¡ta i monoto-
niczno±ci caªki mamy

‖x+ y‖1 =

∫
Ω

|x+ y| dµ ≤
∫

Ω

|x|+ |y| dµ =

∫
Ω

|x| dµ+

∫
Ω

|y| dµ = ‖x‖1 + ‖y‖1.

Ponadto, |x+y| = ||x|eiargx+ |y|eiarg y| równa si¦ |x|+ |y| wtedy i tylko wtedy, gdy argx = arg y,
co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x · y ≥ 0. Zatem ‖x + y‖1 = ‖x‖1 + ‖y‖1 wtedy i tylko
wtedy, gdy x · y ≥ 0 µ-prawie wsz¦dzie.

Zaªó»my zatem, »e p > 1. Niech q := p/(p− 1). Wtedy 1/p+ 1/q = 1 oraz q(p− 1) = p. St¡d

‖x+ y‖pp =

∫
Ω

|x+ y| · |x+ y|p−1 dµ
N.Trójk¡ta

≤
∫

Ω

|x| · |x+ y|p−1 dµ+

∫
Ω

|y| · |x+ y|p−1 dµ

N.Höldera x2
≤ ‖x‖p ·

(∫
Ω

|x+ y|q(p−1)dµ

) 1
q

+ ‖y‖p ·
(∫

Ω

|x+ y|q(p−1)dµ

) 1
q

= ‖x‖p · ‖x+ y‖p/qp + ‖y‖p · ‖x+ y‖p/qp = (‖x‖p + ‖y‖p) · ‖x+ y‖p/qp .

Dziel¡c obie strony przez ‖x + y‖p/qp i korzystaj¡c st¡d, »e p − p/q = 1, otrzymujemy »¡dan¡
nierówno±¢. Równo±¢ ‖x+y‖p = ‖x‖p+‖y‖p zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy |x+y| = |x|+ |y|
zachodzi µ-prawie wsz¦dzie oraz gdy zachodz¡ równo±ci w nierówno±ciach Höldera, czyli pary
|x|p i |x + y|p oraz |y|p i |x + y|p s¡ liniowo zale»ne, poza zbiorem miary zero. Te warunki s¡
równowa»ne zaªo»eniu, »e xy ≥ 0 µ-prawie wsz¦dzie oraz |x| i |y| s¡ liniowo zale»ne poza zbiorem
miary zero. To z kolei jest równowa»ne dodatniej proporcjonalno±ci opisanej w (2).
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Uwaga 1.33. Warunek (2) w powy»szym wniosku jest znacznie silniejszy ni» warunek (1).
Warunek (1) oznacza, »e istniej¡ funkcje nieujemne α, β takie, »e αx = βy (mo»na tu wzi¡¢ na
przykªad α = |y| i β = |x|). Natomiast warunek (2) mówi, »e zamiast funkcji mo»na wzi¡¢ staªe
(w tym warunku mo»na zawsze wzi¡¢ α =

∫
Ω
|y| dµ i β =

∫
Ω
|x| dµ).

Z nierówno±ci Minkowskiego wynika, »e zbiór Lp(µ) wraz z dziaªaniami okre±lonymi punktowo
jest przestrzeni¡ liniow¡, a funkcja ‖ · ‖p : Lp(µ) → [0,∞) okre±la na nim póªnorm¦, tj. funkcj¦
speªniaj¡c¡ warunki (N2), (N3) w De�nicji 1.1. Co do warunku (N1), to zachodzi on jedynie
�µ-prawie wsz¦dzie�:

‖x‖p = 0⇐⇒
∫

Ω

|x|p dµ = 0⇐⇒ |x|p = 0 µ-p.w. ⇐⇒ x = 0 µ-p.w.

Zatem aby formalnie móc mówi¢ o przestrzeni unormowanej, w dalszym ci¡gu b¦dziemy uto»sa-
mia¢ funkcje równe sobie prawie wsz¦dzie. Dokªadniej, równo±¢ µ-prawie wsz¦dzie:

x
µ-pw
= y

def⇐⇒ µ({t ∈ Ω : x(t) 6= y(t)}) = 0.

jest relacj¡ równowa»no±ci. Klas¡ abstrakcji [0] funkcji zerowej jest przestrze« liniowa L0(µ) =

{x : Ω → F : x
µ-pw
= 0} funkcji mierzalnych równych zero µ-prawie wsz¦dzie. Dla dowolnego x ∈

Lp(µ) klasa abstrakcji [x] pokrywa si¦ z warstw¡ x+L0(µ) w przestrzeni ilorazowej Lp(µ)/L0(µ).

De�nicja 1.34. Przestrzeni¡ funkcji caªkowalnych w p-tej pot¦dze nazywamy przestrze« unoro-
mowan¡, która jako przestrze« liniowa jest przestrze« ilorazow¡

Lp(µ) := Lp(µ)/µ-pw
=

= Lp(µ)/L0(µ),

a norma na Lp(µ) jest indukowana przez póªnorm¦ ‖ · ‖p na Lp(µ). Czyli formalnie [x] + [y] :=
[x+ y], λ[x] := [λx] oraz ‖[x]‖p := ‖x‖p dla x, y ∈ Lp(µ), λ ∈ F.

Konwencja 1.35. Mimo, i» formalnie elementami przestrzeni Lp(µ) s¡ klasy abstrakcji [x], a
nie funkcje x, to dla uproszczenia notacji i j¦zyka, w dalszym ci¡gu

elementy Lp(µ) b¦dziemy nazywa¢ funkcjami i zapisywa¢ jak funkcje!

Jest to standardowa konwencja, która nie prowadzi do nieporozumie«, tak dªugo jak pami¦tamy,
»e w Lp(µ) uto»samiamy funkcje równe sobie µ-prawie wsz¦dzie.

Twierdzenie 1.36. Dla ka»dego p ≥ 1 przestrze« Lp(µ) jest przestrzeni¡ Banacha.

Dowód. Niech {xn}∞n=1 ⊆ Lp(µ) b¦dzie ci¡giem Cauchy. Je»eli ci¡g Cauchy posiada podci¡g
zbie»ny, to jest zbie»ny. Zatem przechodz¡c ewentualnie do podci¡gu mo»emy zaªo»y¢, »e ‖xn−
xm‖p ≤ (1/4)n dla m ≥ n, patrz Lemat 1.14. Poªó»my

An := {t ∈ Ω : |xn(t)− xn+1(t)| ≥ (1/2)n} oraz A :=
∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

An.

Wtedy

(1/2)npµ(An) ≤
∫
An

|xn − xn+1|p︸ ︷︷ ︸
≥(1/2)np

dµ ≤ ‖xn − xn+1‖pp ≤ (1/4)np,
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sk¡d µ(An) ≤ (1/2)np. Zatem

0 ≤ µ(A) ≤ µ(
∞⋃
n=N

An) ≤
∞∑
N=n

µ(An) ≤
∞∑
n=N

(1/2)np︸ ︷︷ ︸
ogon szeregu zbie»nego

−→ 0, przy N →∞.

Czyli µ(A) = 0. Zauwa»my dalej, »e

t ∈ Ω \ A⇐⇒ t 6∈
∞⋂
N=1

∞⋃
n=N

An ⇐⇒ ∃N ∀n≥N |xn(t)− xn+1(t)| < (1/2)n

⇐⇒ ∃N ∀m≥n≥N |xn(t)− xm(t)| <
m∑
k=n

(1/2)k
(
−→ 0, przy n,m→∞

)
.

Zatem dla t ∈ Ω \A ci¡g liczbowy {xn(t)}∞n=1 jest Cauchy, a wi¦c jest zbie»ny. Poªó»my x(t) :=
limn→∞ xn(t), gdy t ∈ Ω \ A, oraz x(t) = 0, gdy t ∈ A. Korzystaj¡c z Lematu Fatou mamy

‖x− xn‖pp =

∫
Ω

|x(t)− xn(t)|p dµ =

∫
Ω\A

lim
m→∞

|xm(t)− xn(t)|p dµ

Fatou
≤ lim inf

m→∞

∫
Ω

|xm − xn|p dµ ≤ sup
m≥n
‖xn − xm‖pp ≤ (1/4)pn −→ 0.

Zatem xn
‖·‖p−→ x. W szczególno±ci ‖x‖p ≤ ‖x− xn‖p + ‖xn‖p <∞, czyli x ∈ Lp(µ).

Uwaga 1.37. Z powy»szego dowodu wynika, je»eli ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ Lp(µ) jest zbie»ny w Lp(µ)
do x, to istnieje podci¡g {xnk}∞k=1 zbie»ny µ-prawie wsz¦dzie do x:

xn
‖·‖p−→ x =⇒ ∃{xnk}∞k=1

xnk
µ-pw−→ x.

Na ogóª zbie»no±¢ w p-tej normie nie poci¡ga zbie»no±ci prawie wsz¦dzie caªego ci¡gu {xn}∞n=1;
przej±cie do podci¡gu jest konieczne.

Przykªad 1.38 (W¦druj¡cy garb). Rozwa»my przestrze« Lp(µ), gdzie µ jest miar¡ Lebesgue'a-
�dªugo±ci¡� na odcinku [0, 1). Dla ka»dego k ∈ N utwórzmy k-elementowy ci¡g funkcji cha-
rakterystycznych x

(k)
i = 1[ i−1

k
, i
k

), i = 1, ..., k, odpowiadajacych podziaªowi odcinka [0, 1) na k
równych cz¦±ci. Nast¦pnie ustawmy te sko«czone ci¡gi kolejno, jeden po drugim, tworz¡c jeden
ci¡g niesko«czony:

x1 = x
(1)
1 , x2 = x

(2)
1 , x3 = x

(2)
2 ,︸ ︷︷ ︸

drugi ci¡g

x4 = x
(3)
1 , x5 = x

(3)
2 , x6 = x

(3)
3︸ ︷︷ ︸

trzeci ci¡g

, . . . ,

Wykresy funkcji z tego ci¡gu mo»na wyobrazi¢
sobie jako garb, który w¦druje z lewa na prawo.
Za ka»dym razem, gdy przekroczy �praw¡ stron¦
ekranu�, garb chudnie i pojawia si¦ z �lewej
strony ekranu�. To »e za ka»dym razem garb
chudnie gwarantuje, »e ci¡g {xn}∞n=1 zbiega do
zera w Lp(µ) (mamy ‖x(k)

i ‖p = (1/k)1/p → 0
przy k →∞). Natomiast w¦drowanie garbu im-
plikuje, »e dla ka»dego t ∈ [0, 1) ci¡g liczbowy
{xn(t)}∞n=1 jest rozbie»ny (posiada dwa punkty
skupienia 0 i 1).
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Konwencja 1.39. Piszemy Lp[a, b] := Lp(µ) je±li µ to miara Lebesgue'a na odcinku [a, b].

Przykªad 1.40 (Przestrzenie `p). Je±li Ω = N i µ jest miar¡ licz¡c¡ (okre±lon¡ na wszystkich
podzbiorach Ω), to traktuj¡c funkcje na N jako ci¡gi, caªka wzgl¦dem µ jest sum¡ szeregu. St¡d
dla p ≥ 1, Lp(µ) = `p jest przestrzeni¡ ci¡gów sumowalnych w p-tej pot¦dz¦. Innymi sªowy,
przestrze«

`p :=

{
x = (x(1), ..., x(n), ...) ∈ FN :

∞∑
k=1

|x(k)|p <∞

}
wraz z dziaªaniami okre±lonymi po wspóªrz¦dnych i norm¡ ‖x‖p := (

∑∞
k=1 |x(k)|p)

1
p < ∞ jest

przestrzeni¡ Banacha.

Przykªad 1.41 (Przestrze« Fn). Je±li Ω = {1, ..., n} jest zbiorem sko«czonym i µ miar¡ licz¡c¡,

to Lp(µ) ∼= Fn jest n-wymiarow¡ przestrzeni¡ wektorow¡ z p-t¡ norm¡ ‖x‖p := (
∑n

k=1 |x(k)|p)
1
p .

W szczególno±ci, ‖x‖2 := (
∑n

k=1 |x(k)|2)
1
2 jest norm¡ euklidesow¡.

Zauwa»my, »e funkcje charakterystyczne zbiorów o mierze sko«czonej rozpinaj¡ liniowo prze-
strze« caªkowalnych funkcji prostych

E(µ) := lin{1Ak : Ak ∈ Σ, µ(Ak) <∞}/µ-pw=

=

{
n∑
k=1

ak1Ak : ak ∈ F, µ(Ak) <∞, k = 1, ..., n ∈ N

}
/µ-pw

=
.

Ponadto E(µ) zawiera si¦ w ka»dej z przestrzeni Lp(µ) jako g¦sta podprzestrze« liniowa, co w
±wietle Twierdzenia 1.11 oznacza, »e przestrzenie Lp(µ) mo»na zde�niowa¢ abstrakcyjnie jako
uzupeªnienie przestrzeni E(µ) w normie ‖ · ‖p:

Stwierdzenie 1.42. Dla ka»dego p ∈ [1,+∞), E(µ) ⊆ Lp(µ) jest g¦st¡ podprzestrzeni¡ liniow¡.

Czyli Lp(µ) = E(µ)
‖·‖p

jest uzupeªnieniem przestrzeni E(µ) w normie ‖ · ‖p.

Dowód.

1.2.3 Przestrzenie L∞

Powy»ej rozpatrywali±my przestrzenie Lp dla 1 ≤ p < ∞. Do kompletu zde�niujemy jeszcze
przestrzenie L∞.

De�nicja 1.43. Funkcja x : Ω→ F jest istotnie ograniczona wzgl¦dem µ, je±li jest ograniczona
poza zbiorem miary zero, tzn. gdy istnieje A ∈ Σ taki, »e µ(A) = 0 oraz supt∈Ω\A |x(t)| < ∞.
Supremum istotnym funkcji x nazywamy warto±¢

‖x‖∞ := inf
µ(A)=0

sup
t∈Ω\A

|x(t)|. (1.2)

Zbiór mierzalnych funkcji istotnie ograniczonych oznaczamy przez L∞(µ).

Lemat 1.44. Dla ka»dego x ∈ L∞(µ) in�nimum w (1.2) jest de facto minimum, tzn. istnieje
A ∈ Σ taki, »e µ(A) = 0 oraz ‖x‖∞ = supt∈Ω\A |x(t)|.

Dowód. Z de�nicji (1.2), dla ka»dego n ∈ N istnieje zbiór Ax ∈ Σ taki, »e µ(An) = 0 oraz
supt∈Ω\A |x(t)| ≤ ‖x‖∞ + 1/n. Wtedy dla A =

⋃∞
n=1An mamy µ(A) = 0 oraz

‖x‖∞ ≤ sup
t∈Ω\A

|x(t)| = sup
t∈

⋂
Ω\An
|x(t)| ≤ ‖x‖∞ + 1/n,

dla ka»dego n ∈ N. Czyli ‖x‖∞ = supt∈Ω\A |x(t)|.
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Zbiór L∞(µ) mierzalnych funkcji istotnie ograniczonych jest przestrzeni¡ liniow¡, na której
‖x‖∞ jest póªnorm¡ (sprawdzi¢ � ). W ±wietle Lematu 1.44, ‖x‖∞ = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy x

µ-pw
= 0. Zatem mo»emy w naturalny sposób rozszerzy¢ De�nicj¦ 1.34 o przypadek p =∞:

De�nicja 1.45. Przestrzeni¡ funkcji istotnie ograniczonych nazywamy przestrze« ilorazow¡

L∞(µ) := L∞(µ)/µ-pw
=

= L∞(µ)/L0(µ),

wyposa»on¡ w norm¦ ‖ · ‖∞ zadan¡ przez supremum istotne. Konwencj¦ 1.35 rozszerzamy na
przypadek, gdy p =∞.

Twierdzenie 1.46. Przestrze« L∞(µ) z norm¡ ‖x‖∞ jest przestrzeni¡ Banacha.

Dowód. (Warto porówna¢ z dowodem Twierdzenia 1.36). Niech {xn}∞n=1 ⊆ L∞(µ) ci¡g Cauchy.
Przechodz¡c ewentualnie do podci¡gu mo»emy zaªo»y¢, »e ‖xn − xm‖∞ ≤ (1/2)n dla m ≥ n.
Wtedy zbiory An := {t ∈ Ω : |xn(t)− xn+1(t)| > (1/2)n}, n ∈ N, maj¡ miar¦ zero. Zatem zbiór

A :=
∞⋃
n=1

An = {t ∈ Ω : ∃n∈N|xn(t)− xn+1(t)| > (1/2)n}

te» ma miar¦ zero (bo µ(A) ≤
∑∞

n=1 µ(An) = 0). Zauwa»my dalej, »e

t ∈ Ω \ A⇐⇒ ∀n∈N |xn(t)− xn+1(t)| ≤ (1/2)n =⇒ ∀n≤m |xn(t)− xm(t)| ≤
m∑
k=n

(1/2)k.

Zatem dla t ∈ Ω \ A ci¡g liczbowy {xn(t)}∞n=1 jest Cauchy, czyli istnieje granica x(t) :=
limn→∞ xn(t). Ponadto

|x(t)− xn(t)| = lim
m→∞

|xm(t)− xn(t)| ≤ lim
m→∞

m∑
k=n

(1/2)k =
∞∑
k=n

(1/2)k = (1/2)n−1.

Zatem, kªad¡c dla t ∈ A np. x(t) := 0, dostajemy funkcj¦, x : Ω→ F dla której

‖x− xn‖∞ ≤ sup
t∈Ω\A

|x(t)− xn(t)| ≤ (1/2)n−1 −→ 0, przy n→∞.

Czyli xn
‖·‖∞−→ x oraz w szczególno±ci ‖x‖∞ ≤ ‖x− xn‖∞ + ‖xn‖∞ <∞, sk¡d x ∈ L∞(µ).

Uwaga 1.47. Nierówno±¢ Höldera (Twierdzenie 1.30) zachodzi dla p = 1 i q =∞, tzn.

‖xy‖1 ≤ ‖x‖1‖y‖∞.

Rzeczywi±cie, je±li A ∈ Σ taki, »e µ(A) = 0 oraz ‖x‖∞ = supt∈Ω\A |y(t)|, to

‖xy‖1 =

∫
Ω

|xy| dµ =

∫
Ω\A
|xy| dµ ≤

∫
Ω\A
|x| · sup

t∈Ω\A
|y(t)| dµ ≤

∫
Ω

|x| · ‖y‖∞ dµ = ‖x‖1 · ‖y‖∞.

Przykªad 1.48 (Przestrze« funkcji ograniczonych). Je±li µ jest miar¡ licz¡c¡, to jedynym zbio-
rem miary zero jest zbiór pusty. Zatem w tym przypadku L∞(µ) pokrywa si¦ z przestrzeni¡
funkcji ograniczonych

B(Ω) := {x : Ω→ F : sup
t∈Ω
|x(t)| <∞}

z norm¡ ‖x‖∞ := supt∈Ω |x(t)|. Oczywi±cie, je±li Ω = N, to L∞(µ) = `∞ jest przestrzeni¡ ci¡gów
ograniczonych z norm¡ ‖x‖∞ = supk∈N |x(k)|, a je±li Ω = {1, ..., n}, to L∞(µ) = Fn z norm¡
‖x‖∞ = maxk=1,...,n |x(k)|. Je±li Ω jest przestrzeni¡ topologiczn¡, to przestrze« funkcji ci¡gªych i
ograniczonych Cb(Ω) ⊆ B(Ω) jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ przestrzeni B(Ω).
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Zbie»no±¢ w przestrzeniach Lp dla 1 ≤ p <∞ jest trudna do scharakteryzowania w terminach
innych znanych zbie»no±ci funkcji, por. Uwaga 1.37. Inaczej jest ze zbie»no±ci¡ w przestrzeni L∞.
Przypomnijmy, »e zbie»no±¢ w normie supremum jest równowa»na zbie»no±ci jednostajnej ⇒,
patrz strona 7. Natomiast zbie»no±¢ w L∞ jest równowa»na zbie»no±ci jednostajnej poza zbiorem
miary zero:

Lemat 1.49. xn
L∞−→ x ⇐⇒ xn|Ω\A ⇒ x|Ω\A dla pewnego A ∈ Σ, gdzie µ(A) = 0.

Dowód. Implikacja `⇐=' jest jasna. Zaªó»my wi¦c, »e xn
L∞−→ x. Na mocy Lematu 1.44, dla

ka»dego n ∈ N istnieje zbiór An ∈ Σ miary zero taki, »e ‖xn − x‖∞ = supt∈Ω\An |xn(t) − x(t)|.
Wtedy A :=

⋃∞
n=1An jest zbiorem miary zero takim, »e ‖xn − x‖∞ = supt∈Ω\A |xn(t)− x(t)| dla

ka»dego n ∈ N. Czyli xn|Ω\A ⇒ x|Ω\A.

1.3 Operatory ograniczone

Ustalmy przestrzenie unormowane X i Y nad ciaªem F = R,C. Normy na X i Y (mimo, i»
formalnie s¡ to dwie ró»ne funkcje) b¦dziemy oznacza¢ tym samym symbolem ‖ · ‖. Z kontekstu
b¦dzie wynika¢, w której przestrzeni dana norma jest liczona.

Operatorem liniowym z X do Y nazywamy odwzorowanie liniowe T : X → Y , tj. funkcj¦
speªniaj¡c¡

T (x+ y) = T (x) + T (y) oraz T (λx) = λT (x),

dla wszystkich x, y ∈ X i λ ∈ F. Przy czym, je±li nie prowadzi to do nieporozumie« to, zwycza-
jowo piszemy Tx w miejsce T (x). Wtedy powy»sze wzory przyjmuj¡ posta¢:

T (x+ y) = Tx+ Ty oraz Tλx = λTx.

Nazwa operator wzi¦ªa si¦ od przykªadów takich odwzorowa« pochodz¡cych od ró»nych operacji
wykonywanych na funkcjach (np. operacja caªkowania lub ró»niczkowania). Dodatkowo nazwa ta
jest por¦czna j¦zykowo, gdy» lementy rozpatrywanych przez nas przestrzeni s¡ zazwyczaj prze-
strzeniami funkcji, a wyra»enie �operator w dziaªaniu na funkcji' brzmi nieco lepiej ni» �funkcja
liniowa w dziaªaniu na funkcji�. Zatem trzeba zapami¦ta¢, »e:

operator liniowy ≡ odwzorowanie liniowe

Co wi¦cej cz¦sto b¦dziemy opuszcza¢ przymiotnik �liniowy�, jako »e innych operatorów tu roz-
patrywa¢ nie b¦dziemy!

Dodatkowo, b¦dziemy zainteresowani badaniem wyª¡cznie operatorów ograniczonych, tj. speª-
niaj¡cych równowa»ne warunki w poni»szym stwierdzeniu:

Stwierdzenie 1.50. Operator liniowy T : X → Y przeksztaªca zbiory ograniczone na zbiory
ograniczone ⇐⇒ istnieje staªa C ≥ 0, dla której zachodzi �nierówno±¢ ograniczono±ci�:

∀x∈X ‖Tx‖ ≤ C‖x‖.2 (1.3)

Zachodzi równie» nast¦puj¡ca równo±¢, której wspóln¡ warto±¢ oznaczamy przez ‖T‖:

‖T‖ := inf{C ≥ 0 : ∀x∈X ‖Tx‖ ≤ C‖x‖} = sup
‖x‖=1

‖Tx‖. (1.4)

2Zauwa»my, »e norma ‖Tx‖ jest liczona w przestrzeni Y , a norma ‖x‖ w przestrzeni X. W szczególno±ci,
formalnie warunek (1.3) powinno si¦ zapisa¢ jako

∀x∈X ‖Tx‖Y ≤ C‖x‖X ,

gdzie ‖ · ‖X oznacza norm¦ na X, a ‖ · ‖Y norm¦ na Y .
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Dowód. �=⇒�: Niech S := {x ∈ X : ‖x‖ = 1} b¦dzie sfer¡ jednostkow¡ w X. Zbiór S jest
ograniczony w X, wi¦c z zaªo»enia T (S) = {Tx : ‖x‖ = 1} jest zbiorem ograniczonym w Y .
Zatem C := sup‖x‖=1 ‖Tx‖ = supy∈T (S) ‖y‖ < ∞. Poka»emy, »e C speªnia (1.3). Niech x ∈ X
dowolny. Je±li x = 0, to ‖Tx‖ = ‖0‖ = 0 = C · 0 = C · ‖x‖, czyli (1.3) zachodzi trywialnie. Niech
wi¦c x 6= 0. Wtedy x

‖x‖ ∈ S i st¡d∥∥∥∥T x

‖x‖

∥∥∥∥ ≤ C ⇐⇒ ‖T (x)‖
‖x‖

≤ C ⇐⇒ ‖Tx‖ ≤ C‖x‖.

To dowodzi (1.3) oraz »e inf{C ≥ 0 : ∀x∈X ‖Tx‖ ≤ C‖x‖} ≤ sup‖x‖=1 ‖Tx‖.
�⇐=�: Niech C speªnia (1.3) i niech K ⊆ X zbiór ograniczony. Wtedy istnieje C ′ > 0 takie,

»e dla x ∈ K mamy ‖x‖ ≤ C ′. St¡d dla x ∈ K mamy ‖Tx‖ ≤ C‖x‖ ≤ C · C ′ < ∞. Zatem
TK = {Tx : x ∈ K} jest zbiorem ograniczonym. Co wi¦cej,

∀x∈X ‖Tx‖ ≤ C‖x‖ =⇒ ∀x∈X 6=0 ‖T (x/‖x‖)‖ ≤ C =⇒ sup
‖x‖=1

‖Tx‖ ≤ C.

Sk¡d sup‖x‖=1 ‖Tx‖ ≤ inf{C > 0 : ∀x∈X ‖Tx‖ ≤ C‖x‖}. Przeciwn¡ nierówno±¢ wykazali±my w
dowodzie implikacji �=⇒�. St¡d równo±¢ w (1.4).

De�nicja 1.51. Operator liniowy T , dla którego istnieje staªa C speªniaj¡ca nierówno±¢ ogra-
niczono±ci (1.3) nazywamy operatorem ograniczonym. Natomiast liczb¦ ‖T‖ dan¡ wzorem (1.4)
nazywamy norm¡ operatora T .

Uwaga 1.52. Operator T jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jego norma (1.4) jest
sko«czona, tj. gdy sup‖x‖=1 ‖Tx‖ < ∞. Norma operatora T jest najmniejsz¡ staª¡, dla której
zachodzi nierówno±¢ ograniczono±ci. W szczególno±ci

∀x∈X ‖Tx‖ ≤ ‖T‖ · ‖x‖.

Uwaga 1.53. Przy obliczaniu normy operatora oba wzory wyst¦puj¡ce w (1.4) s¡ przydatne.
Równo±¢ ‖T‖ = inf{C ≥ 0 : ∀x∈X ‖Tx‖ ≤ C‖x‖} pozwala znale¹¢ ograniczenie górne: Je»eli C
speªnia nierówno±¢ ograniczono±ci, to ‖T‖ ≤ C. Równo±¢ ‖T‖ = sup‖x‖=1 ‖Tx‖ daje ograniczenie
dolne: Je»eli ‖x‖ = 1 to ‖Tx‖ ≤ ‖T‖. Schematycznie obliczanie ‖T‖ skªada si¦ zazwyczaj z dwóch
kroków:

‖T‖ = C ⇐⇒

1) ∀x∈X ‖Tx‖ ≤ C‖x‖
2) ∃ {xx}∞n=1⊆X,

‖xn‖=1,n∈N
‖Txn‖ → C

tzn. trzeba znale¹¢ jak najmniejsze C takie, »eby zachodziªo 1), a nast¦pnie ci¡g unormowanych
wektorów w X takich by zachodziªo 2). Wtedy ‖T‖ = C.

Jednym z podstawowych faktów (bez znajomo±ci którego »aden student nie mo»e liczy¢ na
pozytywn¡ ocen¦ z egzaminu z analizy funkcjonalnej!!!) jest nast¦puj¡ca równowa»no±¢ dla ope-
ratorów liniowych:

operator ograniczony ≡ operator ci¡gªy.

Mówi¡c bardziej �uczenie� powy»sza równowa»ano±¢ oznacza, »e w kategorii przestrzeni unor-
mowanych operatory ograniczone s¡ naturalnymi mor�zmami, bo zachowuj¡ zarówno struktur¦
liniow¡ jak i topologiczn¡. Mianowicie, zachodzi nast¦puj¡ce:

Twierdzenie 1.54. Niech T : X → Y operator liniowy mi¦dzy dwiema przestrzeniami unormo-
wanymi. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
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(1) T jest ograniczony;

(2) T jest odwzorowaniem ci¡gªym;

(3) T jest ci¡gªe w pewnym punkcie x0 ∈ X;

(4) T jest ci¡gªe w zerze.

Dowód. (1)⇒(2). Wynika to z wªasno±ci Lipschitza dla operatorów ograniczonych. Rzeczywi±cie,
dla dowolnych x, y ∈ X mamy ‖Tx − Ty‖ = ‖T (x − y)‖ ≤ ‖T‖‖x − y‖. Zatem je±li x → y, to
Tx→ Ty.

(2)⇒(3). Z de�nicji, funkcja ci¡gªa jest ci¡gªa w ka»dym punkcie.
(3)⇒(4). Je±li xn → 0, to xn + x0 → x0, a zatem z ci¡gªo±ci T w x0 mamy Txn = T (xn +

x0)− Tx0 −→ Tx0 − Tx0 = 0 = T (0). Czyli operator T jest ci¡gªy w zerze.
(4)⇒(1). Zaªó»my nie wprost, »e T nieograniczony. Wówczas istnieje ci¡g {xx}∞n=1 ⊆ X taki,

»e ‖xn‖ = 1 oraz ‖Txn‖ ≥ n dla n ∈ N. Wtedy ‖ xn√
n
‖ = 1√

n
→ 0, czyli xn√

n
→ 0. Natomiast,

‖T xn√
n
‖ ≥ n · 1√

n
=
√
n→∞. Zatem T nie jest ci¡gªy w zerze.

Jedn¡ z wa»niejszych metod konstrukcji operatorów ograniczonych jest zde�niowanie naj-
pierw operatora na g¦stej podprzestrzeni, a nast¦pnie rozszerzenie go na caª¡ podprzestrze« za
pomoc¡ nast¦puj¡cej zasady ci¡gªego przedªu»enia operatorów liniowych.

Twierdzenie 1.55 (Zasada ci¡gªego przedªu»ania operatorów). Ka»dy ograniczony operator
liniowy T : M → Y zde�nowany na podprzestrzeni M przestrzeni unormanej X o warto±ciach
w przestrzeni Banacha Y przedªu»a si¦ jednoznacznie do ograniczonego operatora liniowego T :
M → Y na domkni¦ciu przestrzeni M . Ponadto

‖T‖ = ‖T‖.

W szczególno±ci, je±li M jest g¦st¡ podprzestrzeni¡ X, to T jednoznacznie przedªu»a si¦ do ope-
ratora ograniczonego na X.

Dowód. Je±li x0 ∈ M , to istnieje ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ M zbie»ny do x0. Wtedy ci¡g {Txn}∞n=1 ⊆ Y
jest ci¡giem Cauchy w Y , gdy»

‖Txn − Txm‖ ≤ ‖T‖ · ‖xn − xm‖ −→ 0, przy n,m→∞.

Zatem na mocy zupeªno±ci Y ci¡g {Txn}∞n=1 jest zbie»ny do pewnego y0 ∈ Y . Zauwa»my, »e
punkt y0 zale»y tylko od punktu x0, tzn. nie zale»y od wyboru ci¡gu {xn}∞n=1. Rzeczywi±cie,
je»eli {x′n}∞n=1 ⊆M inny ci¡g zbiezny do x0, to ci¡g {Tx′n}∞n=1 jest zbie»ny do y0, gdy»

lim
n→∞

‖y0 − Tx′n‖ = lim
n,m→∞

‖Txm − Tx′n‖ ≤ lim
n,m→∞

‖T‖ · ‖xm − x′n‖ = ‖T‖ · ‖x0 − x0‖ = 0.

Zatem kªad¡c Tx0 := y0 otrzymujemy poprawnie zde�niowan¡ funkcj¦ T : M → Y . Jako »e
granica jest operacj¡ liniow¡, z powy»szej konstrukcji natychmiast wynika, »e T jest operatorem
liniowym. Jasne jest, »e Tx0 = Tx0 dla x0 ∈ M (bo je±li x0 ∈ M , to za ci¡g {xn}∞n=1 zbie»ny
do x0 mo»emy wzi¡¢ ci¡g staªy {x0}∞n=1). Czyli T jest przedªu»eniem T . Ponadto, dla ka»dego
x0 ∈M oraz ci¡gu {xn}∞n=1 ⊆M zbie»nego do x0 mamy

‖Tx0‖ = lim
n→∞

‖Txn‖ ≤ lim
n→∞

‖T‖ · ‖xn‖ = ‖T‖ · ‖x0‖.

Czyli operator T jest liniowy oraz ‖T‖ ≤ ‖T‖. De facto ‖T‖ = ‖T‖ poniewa» ‖T‖ ≥ ‖T‖
wyunika wprost st¡d, »e T jest przedªu»eniem T .

Uwaga 1.56. W ko«cowej cze±ci dowodu Twierdzenia 1.11 mieli±my do czynienia ze szczególnym
przypadkiem Twierdzenia 1.55, gdzie wyj±ciowy operator T : M → Y jest izometri¡. Wtedy jego
przedªu»enie T : M → Y te» jest izometri¡.
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1.3.1 Przykªady operatorów ograniczonych

Uwaga 1.57. Najwa»niejsze operacje w Analizie s¡ liniowe! Co wi¦cej, operatory liniowe okre-
±lone na przestrzeni Banacha (unormowanej, zupeªnej) �z natury� s¡ ograniczone.3

Przykªad 1.58 (Caªkowanie). Niech X := L1(µ) b¦dzie rzeczywist¡ przestrzeni¡ funkcji caª-
kowalnych wzgl¦dem miary µ oraz niech Y := R (jednowymiarowa przestrze« Banacha nad R).
Wtedy caªka

Tx :=

∫
Ω

x(t) dµ(t), x ∈ L1(µ),

jest operatorem liniowym T : L1(µ)→ R. Jest to operator ograniczony o normie 1. Rzeczywi±cie,

|Tx| =
∣∣∣∣∫

Ω

x(t) dµ(t)

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|x(t)| dµ(t) = 1 · ‖x‖1 =⇒ ‖T‖ ≤ 1.

Z drugiej strony bior¡c dowolny zbiór mierzalny A ⊆ Ω taki, »e 0 < µ(A) < ∞4 i kªad¡c
x := 1

µ(A)
1A mamy ‖x‖1 = 1 oraz |Tx| = 1, sk¡d 1 ≤ ‖T‖.

Przykªad 1.59 (Ró»niczkowanie). Niech X := C(1)([0, 1]) b¦dzie przestrzeni¡ funkcji ró»niczko-
walnych w sposób ci¡gªy i niech Y = C([0, 1]) przestrze« funkcji ci¡gªych. Obie przestrzenie roz-
patrujemy z norm¡ supremum (zauwa»my, »e C(1)([0, 1]) jest podprzestrzeni¡ liniow¡ C([0, 1])).
Operator ró»niczkowania T = d

dt
: X → Y , tzn.

(Tx)(t) := x′(t) x ∈ C(1)([0, 1]), t ∈ [0, 1],

jest poprawnie okre±lony i liniowy. W rozpatrywanych normach operator T jest nieograniczony!
Rzeczywi±cie, kªad¡c xn(t) = tn mamy

‖xn‖∞ = 1 oraz ‖Txn‖ = ‖x′n‖∞ = sup
t∈[0,1]

|ntn−1| = n→∞.

Nie jest to sprzeczne z Uwag¡ 1.57, gdy» przestrze« C(1)([0, 1]) z norm¡ supremum nie jest
zupeªna (� wykaza¢ to). Standardowa norma na przestrzeni C(1)([0, 1]) jest dana wzorem

‖x‖1 = ‖x‖∞ + ‖x′‖∞ = max
t∈[0,1]

|x(t)|+ max
t∈[0,1]

|x′(t)|.

Przestrze« X = C(1)([0, 1]) z norm¡ ‖·‖1 jest przestrzeni¡ Banacha (� wykaza¢ to). Z t¡ norm¡
naX operator T jest ograniczony i jego norma wynosi 1. Rzeczywi±cie, ‖Tx‖∞ = ‖x′‖∞ ≤ 1·‖x‖1,
czyli ‖T‖ ≤ 1. Zauwa»my, »e aby udowodni¢ nierówno±¢ przeciwn¡ nie uda si¦ nam znale¹¢ funkcji
x ∈ X takiej, »e ‖x‖1 = 1 oraz ‖Tx‖∞ = 1, bo wtedy mieliby±my ‖x‖∞ + ‖x′‖∞ = 1 = ‖x′‖∞,
co implikuje, »e ‖x‖∞ = 0 czyli x ≡ 0 oraz x′ 6= 0 (bo ‖x′‖∞ = 1) E. Natomiast, mo»emy
znale¹¢ funkcje, dla których ‖x‖1 = 1 oraz ‖Tx‖∞ jest dowolnie bliskie 1 (równowa»enie ‖x‖∞
jest dowolnie bliskie zera). Na przykªad, kªad¡c xn(t) = tn

n+1
mamy

‖xn‖1 = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣ tn

n+ 1

∣∣∣∣+ max
t∈[0,1]

∣∣∣∣ ntnn+ 1

∣∣∣∣ =
1

n+ 1
+

n

n+ 1
= 1

oraz

‖Txn‖∞ = max
t∈[0,1]

∣∣∣∣ ntnn+ 1

∣∣∣∣ =
n

n+ 1
→ 1.

Zatem ‖T‖ = 1, por. Uwaga 1.53.

3Je±li na te±cie b¦dzie pytanie, czy dany (zde�niowany w sposób jawny) operator liniowy na przestrzeni
Banacha jest ograniczony, to ±miaªo mo»na odpowied¹, »e tak.

4Je±li taki zbiór nie istnieje, to X = {0} jest przestrzeni¡ zerow¡, a tak nierozs¡dnie zdegenerowan¡ sytuacj¦
b¦dziemy ignorowa¢ ,
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Uwaga 1.60. Na Przykªadzie 1.59 widzimy, »e mimo, i» nie uwzgl¦dniamy tego w notacji, to
norma operatora T : X → Y zale»y od norm na przestrzeniach X i Y ! Ponadto, na ogóª,
supremum we wzorze ‖T‖ = sup‖x‖=1 ‖Tx‖ < ∞ nie mo»na zast¡pi¢ przez maksimum. Dlatego
w kroku 2) w Uwadze 1.53, na ogóª, potrzebujemy ci¡gu wektorów {xn}∞n=1, a nie pojedynczego
wektora (jak miaªo to miejsce w Przykªadach 1.61, 1.58).

Przykªad 1.61 (Zamiana zmiennych). Niech X := Cb(N) i Y := Cb(M) b¦d¡ przestrzeniami
funkcji ci¡gªych i ograniczonych na przestrzeniach topologicznych M i N (z norm¡ supremum).
Niech ϕ : M → N b¦dzie odwzorowaniem ci¡gªym. Operator kompozycji T : X → Y dany
wzorem

(Tx)(t) := x(ϕ(t)), x ∈ Cb(N), t ∈M,

jest poprawnie okre±lony (bo x ◦ ϕ : M
ϕ−→ N

x−→ F jest funkcj¡ ci¡gª¡ i ograniczon¡) oraz
liniowy. Operator ten �zamienia zmienne� za pomoc¡ odwozorowania ϕ. Zauwa»my, »e

‖Tx‖∞ = sup
t∈M
|x(ϕ(t))| = sup

s∈ϕ(M)⊆N
|x(s)| ≤ sup

s∈N
|x(s)| = ‖x‖∞.

Zatem T jest operatorem ograniczonym oraz ‖T‖ ≤ 1. W rzeczywisto±ci ‖T‖ = 1, gdy» dla
funkcji x ≡ 1 (to»samo±ciowo równej 1) mamy ‖x‖∞ = 1 oraz ‖Tx‖∞ = ‖x‖∞ = 1, sk¡d
1 ≤ ‖T‖, por. Uwaga 1.53.

To »e normy operatorów w powy»szych przykªadach wynosz¡ 1 jest przypadkiem. Aby czytel-
nik nie odniósª mylnego wra»enia, »e tak musi by¢ zawsze, rozwa»my jeszcze jedn¡ wa»n¡ klas¦
operatorów. Poni»sze obliczenia pokazuj¡, »e wyznaczenie normy operatora jest cz¦sto zadaniem
nietrywialnym.

Przykªad 1.62 (Mno»enie przez funkcje). Niech X = Y = Lp([0, 1]), 1 ≤ p < ∞, przestrze«
funkcji caªkowalnych w p-tej pot¦dze wzgl¦dem miary Lebesgue'a na [0, 1]. Dla dowolnej funkcji
ci¡gªej a ∈ C([0, 1]) operator mno»enia

(Tax)(t) := a(t)x(t), x ∈ X, t ∈ [0, 1],

jest porawnie okre±lonym operatorem liniowym Ta : X → X. Twierdzimy, »e jest to operator
ograniczony oraz ‖Ta‖ = ‖a‖∞ = maxt∈[0,1] |a(t)|. Rzeczywi±cie,

‖Tax‖p =

(∫
Ω

|a(t)x(t)|p dµ(t)

) 1
p

≤
(∫

Ω

|‖a‖∞ · x(t)|p dµ(t)

) 1
p

= ‖a‖∞ · ‖x‖p.

Sk¡d ‖Ta‖ ≤ ‖a‖∞. Aby pokaza¢ nierówno±¢ przeciwn¡, dla ka»dego n ∈ N poªó»my An := {t ∈
[0, 1] :

∣∣|a(t)|p − |‖a‖p∞
∣∣ ≤ 1/n} oraz xn := 1

µ(An)1/p
1An . Wtedy ‖xn‖p = 1 oraz

‖Taxn‖p =
1

µ(An)1/p
·
(∫

An

|a(t)|p dµ(t)

) 1
p

≥ 1

µ(An)1/p
·
(∫

An

‖a‖p∞ −
1

n
dµ(t)

) 1
p

=

(
‖a‖p∞ −

1

n

) 1
p

→ ‖a‖∞.

Zatem ‖Taxn‖p → ‖a‖∞ i st¡d ‖Ta‖ ≥ ‖a‖∞.
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1.3.2 Równowa»no±¢ norm i przestrzenie sko«czenie wymiarowe

Rozwa»my dwie normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 na przestrzeni liniowej X.

De�nicja 1.63. Powiemy, »e norma ‖ · ‖1 jest mocniejsza od normy ‖ · ‖2 (lub »e ‖ · ‖2 jest
sªabsza od ‖ · ‖1) je»eli

∃c>0 ∀x∈X ‖x‖2 ≤ c‖x‖1.

Normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ równowa»ne je»eli norma ‖ · ‖1 jest jednocze±nie mocniejsza i sªabsza od
‖ · ‖2, czyli gdy

∃c1,c2>0 ∀x∈X ‖x‖2 ≤ c1‖x‖1 oraz ‖x‖1 ≤ c2‖x‖2.

Stwierdzenie 1.64. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) norma ‖ · ‖1 jest mocniejsza, ni» ‖ · ‖2;

(2) zbie»no±¢ ci¡gu w normie ‖ · ‖1 poci¡ga zbie»no±¢ w normie ‖ · ‖2;

(3) topologia zadana przez ‖ · ‖1 jest mocniejsza (wi¦ksza) od topologii zadanej przez ‖ · ‖2.

Je±li ‖ · ‖1 jest mocniejsza od ‖ · ‖2 i przestrze« (X, ‖ · ‖2) jest zupeªna, to (X, ‖ · ‖1) jest zupeªna.

Dowód. Zauwa»my, »e norma ‖ · ‖1 jest mocniejsza od normy ‖ · ‖2 wtedy i tylko wtedy, gdy
operator identyczno±ciowy id : (X, ‖ · ‖1)→ (X, ‖ · ‖2) jest ograniczonym. Na mocy Twierdzenia
1.54 jest to równowa»ne temu, »e odwzorowanie id : (X, ‖·‖1)→ (X, ‖·‖2) jest ci¡gªe. Korzystaj¡c
z ci¡gowej charakteryzacji ci¡gªo±ci funkcji (kryterium Heinego) otrzymujemy, »e id : (X, ‖·‖1)→
(X, ‖ · ‖2) jest ci¡gªe wtedy i tylko wtedy, gdy zbie»no±¢ w ‖ · ‖1 poci¡ga zbie»no±¢ ‖ · ‖2.
Zatem (1) i (2) s¡ równowa»ne. Korzystaj¡c z topologicznej de�nicji ci¡gªo±ci otrzymujemy, »e
id : (X, ‖ · ‖1)→ (X, ‖ · ‖2) jest ci¡gªe wtedy i tylko wtedy topologia zadana przez ‖ · ‖2 zawiera
si¦ w topologii przez ‖ · ‖1, czyli (1) i (3) s¡ równowa»ne.

Wniosek 1.65. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ równowa»ne;

(2) zbie»no±¢ ci¡gu w normie ‖ · ‖1 jest równowa»na zbie»no±ci ci¡gu w normie ‖ · ‖2;

(3) topologie zadane przez ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ takie same.

Ponadto jesli normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ równowa»ne, to

(X, ‖ · ‖1) jest przestrzeni¡ Banacha ⇐⇒ (X, ‖ · ‖2) jest przestrzeni¡ Banacha.

Dowód. Równowa»no±¢ warunków (1)-(3) wynika natychmiast z dwukrotnego zastosowania Stwier-
dzenia 1.64. Ponadto, je±li normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ równowa»ne, to ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X jest Cauchy
w normie ‖ · ‖1 wtedy i tylko wtedy, gdy {xn}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy w normie ‖ · ‖2, bo

‖xn − xm‖2 ≤ c1‖xn − xm‖1 oraz ‖xn − xm‖1 ≤ c2‖xn − xm‖2.

Ta uwaga wraz z równowa»no±ci¡ zbie»no±ci w normach ‖·‖1 i ‖·‖2 daje równowa»no±¢ zupeªno±ci
przestrzeni (X, ‖ · ‖1) i (X, ‖ · ‖2).
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Przykªad 1.66. Na przestrzeni X = C[0, 1] funkcji ci¡gªych na przedziale [0, 1] normy

‖x‖∞ := max
t∈[0,1]

|x(t)|, ‖x‖p :=

(∫ 1

0

|x(t)|p dt
)1/p

, p ∈ [1,∞)

nie s¡ równowa»ne. Rzeczywi±cie, niech xn(t) = tn. Wtedy ‖xn‖1 =
∫ 1

0
tn dt = 1

n
→ 0, czyli

{xn}∞n=1 zbiega do zera w normie ‖ · ‖1. Natomiast ‖xn‖∞ = maxt∈[0,1] |tn| = 1 6→ 0. Zatem
{xn}∞n=1 nie mo»e zbiega¢ do zera w normie ‖ · ‖∞ (de facto w tej normie jest rozbie»ny).

Przykªad 1.67. W przestrzeni X = Fn normy

‖x‖∞ := max
k=1,...,n

|x(k)|, ‖x‖p :=

(
n∑
k=1

|x(k)|p
)1/p

, p ∈ [1,∞)

s¡ równowa»ne, poniewa» ‖x‖∞ ≤ ‖x‖p oraz ‖x‖p ≤ n‖x‖∞ dla ka»dego x ∈ X i p ∈ [1,∞).

Równowa»no±¢ norm w Przykªadzie 1.67, to nie przypadek, gdy» zachodzi nast¦puj¡ce

Twierdzenie 1.68. W przestrzeni sko«czenie wymiarowej ka»de dwie normy s¡ równowa»ne.

Dowód. Niech X b¦dzie przestrzeni¡ sko«czenie wymiarow¡. Czyli istnieje sko«czona baza Ha-
mela, tzn. liniowo niezale»ne elementy e1, ..., en ∈ X takie, »e ∀x∈X ∃x(1),...,x(n)∈F x =

∑n
k=1 x(k)ek.

Wspóªczynniki x(1), ..., x(n) ∈ F, w powy»szej sumie, s¡ jednoznacznie wyznaczone przez x. Zde-
�niujmy na X norm¦ wzorem

‖x‖∞ := max
k=1,...,n

|x(k)|, gdzie x =
n∑
k=1

x(k)ek.

Wystarczy pokaza¢, »e dowolna norma ‖ · ‖ na X jest równowa»na z ‖ · ‖∞ (bo równowa»no±¢
norm jest relacj¡ równowa»no±ci, a w szczególno±ci jest relacj¡ przechodni¡). Zauwa»my, »e

‖x‖ = ‖
n∑
k=1

x(k)ek‖
(N3)

≤
n∑
k=1

‖x(k)ek‖
(N2)
=

n∑
k=1

|x(k)|‖ek‖ ≤ ‖x‖∞
n∑
k=1

‖ek‖.

Zatem kªad¡c c :=
∑n

k=1 ‖ek‖ mamy

‖x‖ ≤ c‖x‖∞ dla ka»dego x ∈ X. (1.5)

Zaªó»my nie wprost, »e nie istnieje analogiczna staªa c > 0 taka, »e ‖x‖∞ ≤ c‖x‖ dla ka»dego
x ∈ X. Wtedy dla ka»dego n ∈ N znajdziemy xn ∈ X takie, »e ‖xn‖∞ > n‖xn‖. Kªad¡c
yn := xn

‖xn‖∞ mamy

‖yn‖ =
‖xn‖
‖xn‖∞

<
1

n
−→ 0.

Zatem z jednej strony yn
‖·‖−→ 0. Z drugiej strony, jednak strony ‖yn‖∞ = 1. Czyli ci¡g {yn}∞n=1

jest zawarty w sferze jednostkowej w normie ‖ ·‖∞. Jako »e norma ‖ ·‖∞ jest równowa»na normie
euklidesowej ‖·‖2 (patrz Przykªad 1.67), to ma zastosowanie Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.5

Zatem istnieje podci¡g {ynk}∞n=1 zbie»ny do pewnego y ∈ X w normie ‖ · ‖∞. Wtedy ‖y‖∞ =
limk→∞ ‖ynk‖∞ = 1 i w szczególno±ci y 6= 0. Ale z (1.5) wynika, »e

‖ynk − y‖ ≤ c‖ynk − y‖∞ −→ 0 przy k →∞.

Czyli ynk
‖·‖−→ y 6= 0, co jest sprzeczne z tym, »e yn

‖·‖−→ 0.
5Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa mówi, »e w przestrzeni euklidesowej ka»dy ci¡g ograniczony zawiera pod-

ci¡g zbie»ny
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Wniosek 1.69. Ka»da unormowana przestrze« sko«czenie wymiarowa jest zupeªna (jest prze-
strzeni¡ Banacha).

Dowód. Na mocy Twierdzenia 1.68 i ostatniej cz¦±ci Wniosku 1.65 wystarczy pokaza¢, »e prze-
strze« X ∼= Fn jest zupeªna w jakiekolwiek normie. Z analizy wiemy, »e np. przestrze« euklide-
sowa, czyli Fn z norm¡ ‖ · ‖2 jest zupeªna (mo»na to ªatwo pokaza¢ � korzystaj¡c z zupeªno±ci
R).

Wniosek 1.70. Ka»da sko«czenie wymiarowa podprzestrze« Y przestrzeni unormowanej X jest
domkni¦ta.

Dowód. W ±wietle Wniosku 1.69, Y jest przestrzeni¡ Banacha. Zatem na mocy Stwierdzenia
1.10, Y jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ w X.

Wniosek 1.71. Ka»dy operator liniowy okre±lony na przestrzeni sko«czenie wymiarowej jest
ograniczony (ci¡gªy).

Dowód. Niech T : X → Y liniowy i dim(X) = n <∞. Wtedy istnieje baza e1, ..., en przestrzeni
X. Skoro na X wszystkie normy s¡ równowa»ne (Twierdznie 1.68) mo»emy zaªo»y¢, »e dla x =∑n

i=1 αiei mamy ‖x‖ = ‖x‖1 =
∑n

i=1 |αi|. Wtedy

‖Tx‖ = ‖T
n∑
i=1

αiei‖ = ‖
n∑
i=1

αiTei‖ ≤
n∑
i=1

|αi|‖Tei‖ ≤ C · ‖x‖,

gdzie C := maxi=1,...,n ‖Tei‖. Czyli operator T jest ograniczony (równowa»nie ci¡gªy).

1.3.3 Przestrzenie operatorów ograniczonych

Zbiór operatorów ograniczonych mi¦dzy przestrzeniami unormowanymi tworzy w naturalny spo-
sób przestrze« normowan¡. W szczególno±ci nazwa �norma operatora� nie jest przypadkowa,
gdy» wzór (1.4) rzeczywi±cie okre±la norm¦ na przestrzeni wszystkich operatorów ograniczonych:

De�nicja 1.72. Niech X i Y b¦d¡ przestrzeniami unormowanymi. Zbiór

B(X, Y ) := {T : X → Y operator liniowy i ograniczony}

nazywamy przestrzeni¡ operatorów ograniczonych z X w Y . Przestrze« operatorów ograniczo-
nych z X w X oznaczamy skrótowo B(X) := B(X,X).

Przestrze« B(X, Y ) wraz z dziaªaniami okre±lonymi punktowo, tzn.

(T + S)x := Tx+ Sx, (λT )x := λTx

dla T, S ∈ B(X, Y ), x ∈ X, λ ∈ F = R,C, oraz norm¡ operatorow¡ ‖T‖ = sup‖x‖=1 ‖Tx‖ jest
przestrzeni¡ unormowan¡ (� sprawdzi¢ to). Jej zupeªno±¢ jest równowa»na zupeªno±ci Y :

Twierdzenie 1.73. Przestrze« operatorów ograniczonych B(X, Y ) jest przestrzeni¡ Banacha
wtedy i tylko wtedy, gdy Y jest przestrzeni¡ Banacha.
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Dowód. �=⇒� Niech {yn}∞n=1 ⊆ ci¡g Cauchy. Aby pokaza¢, »e ci¡g ten jest zbie»ny zwi¡»emy
z nim pewien ci¡g operatorów {Tn}∞n=1 ⊆ B(X, Y ) �jednowymiarowych�. Mianowice, we¹my
dowolny wektor unormowany x0 ∈ X, ‖x0‖ = 1. Poªó»my

Tnx =

{
λyn, je±li x = λx0

0, w przeciwnym razie,

tzn. Tx0 = yn oraz Tn ≡ 0 poza jednowymiarow¡ podprzestrzeni¡ {λx0 : λ ∈ F} ⊆ X rozpi¦t¡
przez x0. Wtedy

‖Tn‖ = sup
‖x‖=1

‖Tnx‖ = sup
|λ|=1

‖Tnλx0‖ = ‖Tnx0‖ = ‖yn‖.

Zatem operatory Tn s¡ ograniczone i podobne rozumowanie pokazuje, »e

‖Tn − Tm‖ = sup
‖x‖=1

‖(Tn − Tm)x‖ = ‖Tnx0 − Tmx0‖ = ‖yn − ym‖.

Czyli {Tn}∞n=1 ⊆ B(X, Y ) ci¡g Cauchy. Z zaªo»enia wi¦c, ci¡g {Tn}∞n=1 jest zbie»ny w B(X, Y )
do pewnego operatora T ∈ B(X, Y ). Wtedy Tnx → Tx dla ka»dego x ∈ X (bo ‖Tnx − Tx‖ ≤
‖Tn − T‖‖x‖ → 0). W szczególno±ci, yn = Tnx0 → Tx0. Czyli ci¡g {yn}∞n=1 ⊆ jest zbie»ny.

�⇐=� Niech {Tn}∞n=1 ⊆ B(X, Y ) ci¡g Cauchy. Dla ka»dego x ∈ X mamy ‖Tnx − Tmx‖ ≤
‖Tn − Tm‖‖x‖ → 0. Zatem ci¡g {Tnx}∞n=1 ⊆ Y jest ci¡giem Cauchy w Y . Z zaªo»enia wi¦c
jest on zbie»ny. Jego granic¦ oznaczmy przez Tx ∈ Y . W sposób otrzymujemy operator liniowy
T : X → Y (operacja brania granicy jest liniowa!). Ponadto, dla ka»dego x ∈ X,

‖(T − Tn)x‖ = lim
m→∞

‖(Tm − Tn)x‖ ≤ lim sup
m→∞

‖Tm − Tn‖‖x‖ ≤ sup
m≥n
‖Tm − Tn‖‖x‖.

St¡d
‖T − Tn‖ ≤ sup

m≥n
‖Tm − Tn‖ −→ 0, gdy n→∞.

Czyli {Tn}∞n=1 zbiega w normie do T . W szczególno±ci, skoro Tn ∈ B(X, Y ) oraz T−Tn ∈ B(X, Y )
(dla dostatecznie du»ych n), to T = T − Tn + Tn ∈ B(X, Y ) jest operatorem ograniczonym
(B(X, Y ) jest przestrzeni¡ liniow¡). Czyli {Tn}∞n=1 jest zbie»ny w przestrzeni B(X, Y ).

Zauwa»my, »e ciaªo skalarów Y := F jest (jednowymiariow¡) przestrzeni¡ Banacha. Zatem na
mocy Twierdzenia 1.73, przestrze« operatorów liniowych B(X,F) o warto±ciach skalarnych jest
przestrzni¡ Banacha. Jej elementy nazywamy funkcjonaªami. Peªni¡ one kluczow¡ rol¦ w anali-
zie funkcjonalnej. W szczególno±ci, w±ród znawców tematu przewa»a opinia, »e nazwa �Analiza
Funkcjonalna� wzi¦ªa si¦ wªa±nie od funkcjonaªów.6 Podstawowym przykªadem funkcjonaªu jest
caªka, patrz Przykªad 1.58.

De�nicja 1.74. Przestrze« Banacha B(X,F) nazywamy przestrzeni¡ sprz¦»on¡ lub te» prze-
strzeni¡ dualn¡ do przestrzeni X i oznaczamy j¡ przez X∗. Elementy przestrzeni X∗ = B(X,F)
nazywamy funkcjonaªami ograniczonymi na X.

Uwaga 1.75. Zasadnicz¡ motywacj¡ do rozwa»ania przestrzeni dualnej X∗ jest fakt, »e pozwala
ona zde�niowa¢ nast¦puj¡c¡ form¦ dwuliniow¡ (zwanej czasem parowaniem)

X∗ ×X 3 (f, x) 7−→ 〈f, x〉 := f(x) ∈ F,

która imituje iloczyn skalarny na X. Zanim jednak zagª¦bimy si¦ w t¦ nieco abstrakcyjn¡ teori¦
przestrzeni dualnych (podrozdziaª 3.2), omówimy wpierw dokªadnie przestrzenie z �prawdziwym�
iloczynem skalarnym (patrz Rozdziaª 2).

6Konkurencyjna opinia gªosi, »e przymiotnik �funkcjonalna� odnosi si¦ do funkcji, jako »e na analizie funkcjo-
nalnej zazwyczaj badamy przestrzenie funkcji
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Rozdziaª 2

Przestrzenie Hilberta

Przestrzenie Hilberta to specjalny rodzaj przestrzeni Banacha, w których norma pochodzi od
iloczynu skalarnego. Iloczyn skalarny zadaje na danej przestrzeni liniowej struktur¦ metryczn¡
(norm¦) oraz geometryczn¡ (poj¦cie k¡ta, ortogonalno±¢).

2.1 Iloczyn skalarny i norma

Zaczniemy od omówienia samego iloczynu skalaranego oraz normy, któr¡ de�niuje.

De�nicja 2.1. Przestrzeni¡ unitarn¡ (lub te» prehilbertowsk¡) nazywamy przestrze« liniow¡ H
nad F = R,C wraz z iloczynem skalarnym, tzn. funkcj¡ dwóch zmiennych 〈·, ·〉 : H × H → F
speªniaj¡c¡

(1) 〈x, x〉 ≥ 0 oraz 〈x, x〉 > 0 dla x 6= 0 (dodatnio-okre±lono±¢)

(2) 〈αx+ βy, z〉 = α〈x, z〉+ β〈y, z〉, (liniowo±¢ w pierwszym argumencie)

(3) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, (antysymetria)

gdzie x, y, z ∈ H i α, β ∈ F. Liczb¦ 〈x, y〉 nazywamy iloczynem skalarnym wektorów x, y.

Uwaga 2.2. W warunku (3), symbol 〈y, z〉 oznacza sprz¦»enie zespolone liczby 〈y, z〉. W szcze-
gólno±ci, w przypadku rzeczywistym, tzn. gdy F = R, to sprz¦»enie zespolone mo»emy pomin¡¢
i warunek (3) przyjmuje posta¢ 〈x, y〉 = 〈y, z〉. Rzeczywisty iloczyn skalarny jest funkcj¡ dwu-
liniow¡ symetryczn¡! Nale»y tu podkre±li¢, »e w literaturze naukowej zazwyczaj przestrzenie
Hilberta rozpatrywane s¡ nad ciaªem liczb zespolonych C.1 Natomiast w przypadku rzeczy-
wistym mówi si¦ o rzeczywistych przestrzeniach Hilberta lub o (niesko«czenie wymiarowych)
przestrzeniach euklidesowych.

Uwaga 2.3. Warunki (2) i (3), implikuj¡

(2') 〈x, αy + βz〉 = α〈x, y〉+ β〈x, z〉, (antyliniowo±¢ w drugim argumencie)

gdzie x, y, z ∈ H i α, β ∈ F. W szczególno±ci, iloczyn skalarny jest form¡ póªtoraliniow¡, a w
przypadku rzeczywistym iloczyn skalarny jest form¡ dwuliniow¡!

Przykªad 2.4. Wzór 〈x, y〉 =
∑n

k=1 x(k)y(k) de�niuje iloczyn skalarny na przestrzeni sko«czenie
wymiarowej H = Fn.

1Ponadto zazwyczaj zakªada si¦ liniowo±¢ ze wzgl¦du na drugi argument (ale to ju» inna bajka)
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Przykªad 2.5. Wzór 〈x, y〉 =
∑∞

k=1 x(k)y(k) de�niuje iloczyn skalarny na przestrzeni ci¡gów
sumowalnych w kwadracie H = `2.

Przykªad 2.6. Je±li (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡, to wzór 〈x, y〉 =
∫

Ω
x(t)y(t) dµ(t) de�niuje

iloczyn skalarny na przestrzeni L2(µ) funkcji caªkowalnych w kwadracie wzgl¦dem miary µ.

Uwaga 2.7. Przykªad 2.6 obejmuje Przykªady 2.4, 2.5 jako szczególne przypadki (wystarczy
wzi¡¢ miar¦ licz¡c¡ odpowiednio na zbiorze sko«czonym i zbiorze niesko«czonym przeliczalnym).
Zauwa»my, »e iloczyn skalarny w Przykªadzie 2.6 jest poprawnie okre±lony, tzn. funkcja x(t)y(t)
jest caªkowalna. Wynika to z nierówno±ci Höldera dla p = q = 2 (patrz wykªad 3):∫

Ω

|x(t)y(t)| dµ(t) ≤ ‖x‖2 · ‖y‖2.

Powy»sza nierówno±¢ zwana jest równie» nierówno±ci¡ Schwartza. Ponadto norma w przestrzeni
L2(µ) zadana jest przez iloczyn skalarny wzorem

‖x‖2 =

(∫
Ω

|x(t)|2 dµ(t)

) 1
2 |z|2=zz

=

(∫
Ω

x(t)x(t) dµ(t)

) 1
2

=
√
〈x, x〉.

Okazuje si¦, »e powy»sza nierówno±¢ jak i zale»no±¢ mi¦dzy norm¡ i iloczynem skalarnym
zachodzi ogólnie dla wszystkich (abstrakcyjnych) przestrzeni unitarnych:

De�nicja 2.8. Norm¡ elementu x ∈ H w przestrzeni unitarnej H nazywamy liczb¦

‖x‖ :=
√
〈x, x〉.

Pierwiastek jest poprawnie okre±lony, gdy» 〈x, x〉 ≥ 0 na mocy De�nicji 2.1(1).

Nast¦puj¡cy wzór mo»na traktowa¢ jako uogólnienie wzoru skróconego mno»enia: (a+ b)2 =
a2 + 2ab+ b2, gdzie a, b s¡ liczbami rzeczywistymi. B¦dziemy go u»ywa¢ wielokrotnie.

Lemat 2.9 (�Uogólniony wzór skróconego mno»enia�). Dla dowolnych wektorów x, y w prze-
strzeni unitarnej zachodzi ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 2 Re〈x, y〉+ ‖y‖2.

Dowód. Zastosowa¢ póªtoraliniowo±¢ iloczynu skalarnego oraz wzór Re z = z+z
2
, z ∈ C. �

Twierdzenie 2.10 (Nierówno±¢ Schwartza). Dla dowolnych wektorów x, y przestrzeni unitarnej
zachodzi nierówno±¢

|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.

Dowód. (Inny i chyba ªatwiejszy do zapami¦tania, dowód przedstawimy w Uwadze 2.30.)
We¹my λ ∈ F takie, »e |λ| = 1 oraz |〈x, y〉| = λ〈x, y〉 (mianowicie λ = e−iarg 〈x,y〉, gdzie arg z
oznacza argument liczby zespolonej z). Dla ka»dego t ∈ R mamy

0
2.1(1)

≤ 〈tλx+ y, tλx+ y〉 2.9
= ‖tλx‖2 + 2 Re〈tλx, y〉+ ‖y‖2 = t2‖x‖2 + 2t|〈x, y〉|+ ‖y‖2.

Zatem funkcja kwadratowa f(t) := t2‖x‖2 + 2t|〈x, y〉|+ ‖y‖2 ≥ 0 jest nieujemna. Czyli f(t) ma
co najwy»ej jedno miejsce zerowe, a st¡d jej wyró»nik (czyli tzw. delta) jest niedodatni:

∆ = 4|〈x, y〉|2 − 4‖x‖2‖y‖2 ≤ 0.

Po przeksztaªceniach daje to |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖.
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Wniosek 2.11. Funkcja ‖ · ‖ =
√
〈·, ·〉 jest norm¡ na przestrzeni unitarnej.

Dowód. Z De�nicji 2.1(1), ‖ · ‖ jest poprawnie okre±lon¡ funkcj¡ nieujemn¡ tak¡, »e ‖x‖ = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0. Dla λ ∈ F mamy

‖λx‖ =
√
〈λx, λx〉 =

√
λλ〈x, x〉 =

√
|λ|2〈x, x〉 = |λ| · ‖x‖.

Natomiast korzystaj¡c z Lematu 2.9, nierówno±ci Re z ≤ |z|2, z ∈ C, oraz nierówno±ci Schwartza,
dla x, y ∈ H mamy

‖x+ y‖2 2.9
= ‖x‖2 + 2 Re〈x, y〉+ ‖y‖2

Re z≤|z|2

≤ ‖x‖2 + 2|〈x, y〉|+ ‖y‖2

2.10

≤ ‖x‖2 + 2‖x‖ · ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2.

Pierwiastkuj¡c t¦ nierówno±¢ otrzymujemy nierówno±¢ trójk¡ta.

De�nicja 2.12. Przestrzeni¡ Hilberta nazywamy przestrze« unitarn¡, która jest zupeªna w
normie ‖ · ‖ =

√
〈·, ·〉 zadanej przez iloczyn skalarny.

Uwaga 2.13. Nierówno±¢ Schwartza implikuje, »e iloczyn skalarny 〈·, ·〉 : H × H → F jest
funkcj¡ ci¡gª¡ w normie, któr¡ zadaje, tzn. je±li xn → x0 i ym → y0, to 〈xn, ym〉 → 〈x0, y0〉.
Rzeczywi±cie,

|〈xn, ym〉 − 〈x0, y0〉| = |〈xn, ym〉 − 〈x0, ym〉+ 〈x0, ym〉 − 〈x0, y0〉|
≤ |〈xn − x0, ym〉|+ |〈x0, ym − y0〉|
2.10

≤ ‖xn − x0‖ · ‖ym‖+ ‖x0‖ · ‖ym − y0‖
n,m→∞−→ 0.

Uwaga 2.14. Uzupeªnienie (patrz Twierdzenie 1.11) przestrzeni unitarnej jest przestrzeni¡ Hil-
berta, gdy» na mocy zasady ci¡gªego przedªu»enia operatorów liniowych (Twierdzenie 1.55),
iloczyn skalarny przedªu»a si¦ jednoznacznie do uzupeªnienia. Ponadto ka»da domkni¦ta pod-
przestrze« liniowa przestrzeni Hilberta jest przestrzeni¡ Hilberta, por. Stwierdzenie 1.10.

Zatem przestrzenie Hilberta to takie przestrzenie Banacha, w których norma zadana jest
przez iloczyn skalarny. Jak rozró»ni¢ maj¡c dan¡ przestrze« Banacha, czy jest to przestrze«
Hilberta? Innym sªowy, jak maj¡c dan¡ norm¦ rozpozna¢, czy odopowiedni iloczyn skalarny
istnieje? Okazuje si¦, »e eleganckim geometrycznym kryterium charakteryzuj¡cym przestrzenie
Hilberta jest to»samo±¢ równolegªoboku:

Uwaga 2.15. To»samo±¢ równolegªoboku mówi, »e:

x

x

y yx+ y

x− y
suma kwadratów dªugo±ci boków w równolegªoboku jest równa
sumie kwadratów dªugo±ci przek¡tnych, patrz rysunek obok:

Twierdzenie 2.16. W dowolnej przestrzeni unitarnej H zachodzi �to»samo±¢ równolegªoboku�

∀x,y∈H ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2

)
(2.1)

oraz iloczyn skalarny jest jednoznacznie wyznaczony przez norm¦ �wzorem polaryzacyjnym�

〈x, y〉 =

{
1
4
(‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2), gdy F = R,

1
4

∑3
k=0 i

k‖x+ iky‖2, gdy F = C.
(2.2)

Na odwrót, je±li (X, ‖ · ‖) jest przestrzeni¡ unormowan¡, w której speªniona jest to»samo±¢ rów-
nolegªoboku (2.1), to wzór polaryzacyjny (2.2) zadaje iloczyn skalarny taki, »e ‖x‖ =

√
〈x, x〉.
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Dowód. Pierwsz¡ cz¦±¢ tezy dowodzi si¦ poprzez proste rachunki z wykorzystaniem Lematu 2.9.
Dlatego dowód tej cz¦±ci pozostawiamy jako prac¦ domow¡ (� policzy¢). Dowód drugiej cz¦±ci
twierdzenia jest znacznie trudniejszy i dlatego te» pozostawiamy go jako prac¦ domow¡ (� dla
ch¦tnych) - najlepiej poszuka¢ w literaturze.

Wniosek 2.17. Przestrze« Banacha (X, ‖ · ‖) jest przestrzeni¡ Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy
speªniona jest to»samo±¢ równolegªoboku (2.1).

Przykªad 2.18. Przestrze« Lp(µ), p ≥ 1, dla przestrzeni z miar¡ (Ω,Σ, µ), jest przestrzeni¡
Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2 (zakªadamy tu, »e Lp(µ) jest co najmniej dwuwy-
miarowa). Rzeczywi±cie, to »e L2(µ) jest przestrzeni¡ Hilberta z iloczynem skalarnym 〈x, y〉 =∫

Ω
x(t)y(t) dµ(t) ju» wiemy, patrz Przykªad 2.6. W drug¡ stron¦ zaªó»my, »e w Lp(µ) jest

speªniona to»samo±¢ równolegªoboku. We¹my dwa zbiory rozª¡czne A,B ∈ Σ takie, »e 0 <
µ(A), µ(B) <∞.2 Podstawiaj¡c x := 1A i y = 1B do obu stron to»samo±ci (2.1) dostajemy (�
policzy¢)

Lewa strona = ‖x+ y‖2
p + ‖x− y‖2

p = µ(A ∪B)
2
p + µ(A ∪B)

2
p = 2µ(A ∪B)

2
p ,

Prawa strona = 2
(
‖x‖2

p + ‖y‖2
p

)
= 2

(
µ(A)

2
p + µ(B)

2
p

)
.

Dziel¡c praw¡ stron¦ przez lew¡ otrzymujemy, 1 =
(

µ(A)
µ(A∪B)

) 2
p

+
(

µ(B)
µ(A∪B)

) 2
p
. Czyli kªad¡c λ1 :=

µ(A)
µ(A∪B)

oraz λ2 := µ(B)
µ(A∪B)

dostajemy dwie liczby takie, »e

0 < λ1, λ2 < 1, λ1 + λ2 = 1 = (λ1)
2
p + (λ2)

2
p .

Powy»sze relacje mog¡ zachodzi¢ tylko wtedy, gdy p = 2, gdy» je±li p > 2 to λi > (λi)
2
p , a je±li

p < 2 to λi < (λi)
2
p dla i = 1, 2.

Iloczyn skalarny pozwala zde�niowa¢ cosinus k¡ta α pomi¦dzy dwoma wektorami x, y ∈ H,
stosuj¡c znany ze szkoªy podstawowej wzór:

cosα :=
〈x, y〉
‖x‖ · ‖y‖

.

W przypadku rzeczywistym, bior¡c arcus tangens mo»emy za pomoc¡ tego wzoru zde�niowa¢
sam k¡t α. Zauwa»my, »e wektory x, y s¡ do siebie prostopadªe, gdy cosα = cos 90◦ = 0, czyli
gdy 〈x, y〉 = 0. Uwaga to prowadzi do nast¦puj¡cej de�nicji poj¦cia ortogonalno±ci w ogólnych
(abstrakcyjnych) przestrzeniach unitarnych:

De�nicja 2.19. Powiemy, »e wektory x, y ∈ H w przestrzeni unitarnej H s¡ ortogonalne (lub
te» prostopadªe), co zapisujemy x ⊥ y, je»eli ich iloczyn skalarny wynosi zero. To znaczy

x ⊥ y ⇐⇒ 〈x, y〉 = 0.

Uwaga 2.20. Z antysymetrii i dodatniej-okre±lono±ci iloczynu skalarnego, patrz De�nicja 2.1,
wynika, »e relacja ortogonalno±ci jest symetryczna, tzn. x ⊥ y ⇔ y ⊥ x, oraz jedynym wektorem
prostopadªym do siebie jest x = 0.

2Takie zbiory istniej¡, poniewa» zaªo»yli±my, »e dim(Lp(µ)) ≥ 2
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Poj¦cie iloczynu skalarnego pozwala na najkrótszy dowód Twierdzenia Pitagorasa jaki do tej
pory widzieli±cie.3 Mianowicie, zauwa»my, »e twierdzenie:

x

x+
y

y
�W trójk¡cie prostok¡tnym suma kwadratów dªugo±ci przyprostok¡tnych
jest równa kwadratowi dªugo±ci przeciwprostok¡tnej �,

w j¦zyku wektorów przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

Lemat 2.21 (Twierdzenie Pitagorasa). Je±li x ⊥ y, to ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

Dowód. ‖x+ y‖2 2.9
= ‖x‖2 + 2 Re〈x, y〉+ ‖y‖2 x⊥y

= ‖x‖2 + ‖y‖2.

Uwaga 2.22. Z dowodu wida¢, »e w przypadku rzeczywistym powy»sz¡ implikacj¦ mo»na od-
wróci¢, tzn. je±li H to rzeczywista przestrze« unitarna, to x ⊥ y ⇐⇒ ‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2.

B¦dziemy te» rozwa»a¢ wektory prostopadªe do podzbiorów:

De�nicja 2.23. Dopeªnieniem ortogonalnym podzbioru M ⊆ H przestrzeni unitarnej H nazy-
wamy zbiór

M⊥ := {x ∈ H : x ⊥ y dla ka»dego y ∈M}.
Je±li x ∈ M⊥ to piszemy te» x ⊥ M i mówimy, »e x jest ortogonalny do zbioru M . Dla dwóch
zbiorów N,M ⊆ H piszemy N ⊥M je»eli n ⊥ m dla ka»dego n ∈ N i m ∈M .

Stwierdzenie 2.24. Dopeªnienie ortogonalne M⊥ jest domkni¦t¡ przestrzeni¡ liniow¡.

Dowód. Mo»na to stwierdzenie dowie±¢ wprost korzystaj¡c z de�nicji. My przedstawimy tu do-
wód, który uwidoczni rol¦ funkcjonaªów liniowych. Przypomnijmy, »e iloczyn skalarny jest liniowy
ze wzgl¦du na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡. Zatem dla ka»dego y ∈ H wzór

fy(x) := 〈x, y〉, x ∈ H,

de�niuje funkcjonaª liniowy fy : H → F = R,C. Z nierówno±ci Schwartza wynika, »e

|fy(x)| = |〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖,

tzn. funkcjonaª fy jest ograniczony oraz ‖fy‖ ≤ ‖y‖ (w rzeczywisto±ci, ‖fy‖ = ‖y‖, bo je±li
y 6= 0, to kªad¡c x = y

‖y‖ mamy ‖x‖ = 1 oraz |fy(x)| = |〈 y
‖y‖ , y〉| = ‖y‖2

‖y‖ = ‖y‖). Zatem fy jest
ci¡gªy i jego j¡dro ker fy = f−1

y (0) ⊆ H jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡. Teraz wystarczy
zauwa»y¢, »e

M⊥ := {x ∈ H : 〈x, y〉 = 0 dla ka»dego y ∈M} =
⋂
y∈M

ker fy.

Sk¡d M⊥ jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ (bo przekrój przestrzeni liniowych jest prze-
strzeni¡ liniow¡, a przekrój zbiorów domkni¦tych jest zbiorem domkni¦tym).

Wprost z de�nicji wynika, »e M ⊆ M⊥⊥ := (M⊥)⊥ oraz na mocy Stwierdzenia 2.24, »eby w
tej inkluzji zachodziªa równo±¢M musi by¢ domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡. W rzeczywisto±ci
oczekiwaliby±my, »eby dla domkni¦tej podprzestrzeni M ⊆ H zachodziªy relacje

M = M⊥⊥ oraz H = M ⊕M⊥.

Relacje te rzeczywi±cie maj¡ miejsce w ka»dej przestrzeni Hilberta (wyka»emy to w kolejnym
podrozdziale). Zupeªno±¢ przestrzeni peªni tu kluczow¡ rol¦ i w przestrzeniach unitarnych nie-
zupeªnych dopeªnienie ortogonalne na ogóª nie ma dobrych wªasno±ci:

3W ksi¡»ce E. S. Loomis, The Pythagorean Proposition, NCTM, 1968, spisanych jest 367 ró»nych dowodów
tego twierdzenia
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Przykªad 2.25 (Zdegenerowane dopeªnienie ortogonalne w niezupeªnej przestrzeni unitarnej).
Niech H = c00 = {x = (x(1), x(2), ..., x(N), 0, 0, ...) : N ∈ N, x(k) ∈ F} b¦dzie przestrzeni¡
ci¡gów ze sko«czon¡ ilo±ci¡ wyrazów niezerowych. Jest to przestrze« unitarna wraz z iloczynem
skalarnym 〈x, y〉 =

∑∞
k=1 x(k)y(k), dla x, y ∈ H. Wtedy H jest g¦st¡ podprzestrzni¡ liniow¡ w

przestrzeni Hilberta `2, tzn. H = `2, por. Przykªad 2.5. W szczególno±ci, H nie jest przestrzeni¡
zupeªn¡! Rozwa»my domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ H dan¡ wzorem

M :=

{
x ∈ H :

∞∑
k=1

x(k) = 0

}

(domkni¦to±¢ wynika z faktu, »e zbie»no±¢ w H poci¡ga zbie»no±¢ po wspóªrz¦dnych, a suma∑∞
k=1 x(k) jest de facto sko«czona, bo x ∈ H = c00). Oczywi±cie M 6= H. Mimo, to twierdzimy,

»e
M⊥ = {0}.

Rzeczywi±cie, niech y ∈ M⊥. Poªó»my xn := (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1,−1, 0, 0, ...) dla n > 0. Wtedy xn ∈ M

oraz 〈xn, y〉 = 0 oznacza, »e y(n) = y(n+1), dla ka»dego n > 0. St¡d y = (y(1), y(1), y(1), ...) jest
ci¡giem staªym, który od pewnego miejsca si¦ zeruje, bo y ∈ H. Zatem y = 0. W szczególno±ci

M +M⊥ 6= H, M 6= M⊥⊥ = {0}⊥ = H.

2.2 Rzut ortogonalny

Niech H b¦dzie przestrzeni¡ Hilberta. Jedn¡ z kluczowych operacji, któr¡ mo»na wykonywa¢ w
przestrzeniach Hilberta jest rzut ortogonalny. Intuicyjnie rzecz bior¡c (patrz rysunek poni»ej),
rzut ortogonalny wektora x ∈ H na podprzestrze« M ⊆ H to jest taki wektor y z przestrzeni
M , »e wektor x− y jest ortogonalny do przestrzeni M .

M
y

x

︸
︷︷

︸

x− y

De�nicja 2.26. Rzutem ortogonalnym wektora x ∈ H na podprzestrze« M ⊆ H nazywamy
wektor y ∈M taki, »e x− y ⊥M . Piszemy wtedy PMx = y. Czyli

PMx = y
def⇐⇒ ∀z∈M 〈x− y, z〉 = 0.

Uwaga 2.27. Rzut ortogonalny PMx jest wyznaczony jednoznacznie! Rzeczywi±cie, je±li y, y′ ∈
M takie, »e 〈x− y, z〉 = 0 oraz 〈x− y′, z〉 = 0 dla ka»dego z ∈ M , to bior¡c za z = y − y′ ∈ M
oraz odejmuj¡c stronami poprzednie równo±ci otrzymujemy 〈y − y′, y − y′〉 = 0, sk¡d y = y′.

W przestrzeniach Hilberta rzut ortogonalny na domkni¦t¡ podprzestrze« zawsze istnieje. Ale do-
wód jest nietrywialny i zajmie nam kolejnych kilka stron. Co wi¦cej w przestrzeniach unitarnych
niezupeªnych (tzn. gdy H nie jest przestrzeni¡ Hilberta) rzut ortogonalny mo»e nie istnie¢:
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Przykªad 2.28 (Nieistnienie rzutu ortogonalnego w przestrzeniach niezupeªnych). Rozwa»my
przestrze« unitarn¡ H = c00 i jej domkni¦t¡ podprzestrze« M z Przykªadu 2.25. Dla wektora
x := (1, 1, 0, 0, ...) ∈ H rzut na M nie istnieje. Rzeczywi±cie, gdyby istniaª y ∈ M taki, »e
x− y ⊥ M , czyli x− y ∈ M⊥, to st¡d »e M⊥ = {0} otrzymaliby±my, »e x = y, co prowadzi do
sprzeczno±ci, bo x 6∈ M i y ∈ M . W tym przykªadzie kluczow¡ role odgrywa de facto nie brak
zupeªno±ci przestrzeni H, lecz brak zupeªno±ci podprzestrzeni M , patrz Uwaga 2.35 poni»ej.

Rzut ortogonalny na podprzestrze« jednowymiarow¡ istnieje zawsze, nawet w niezupeªnych
przestrzeniach unitarnych. Co wi¦cej, mo»emy na taki rzut wypisa¢ konkretny wzór:

Przykªad 2.29 (Rzut ortogonalny na podprzestrze« jednowymiarow¡). NiechM = {λy : λ ∈ F}
b¦dzie przestrzeni¡ rozpi¦t¡ przez niezerowy wektor y ∈ H. Niech x ∈ H. Aby wyznaczy¢ PMx
trzeba znale¹¢ skalar λ0 ∈ F taki, »e x− λ0y ⊥M , ale skoro M jest rozpi¦ta przez y, to

∀z∈M 〈x− λ0y, z〉 = 0
z=λy⇐⇒ 〈x− λ0y, y〉 = 0 ⇐⇒ 〈x, y〉 − λ0〈y, y〉 = 0 ⇐⇒ λ0 =

〈x, y〉
〈y, y〉

.

Zatem

PMx = λ0y =
〈x, y〉
〈y, y〉

y =
〈x, y〉
‖y‖2

y.

Rzut ten nazywa si¦ te» rzutem ortogonalnym wektora x na wektor y i oznacza przez Pyx. Czyli

Pyx :=
〈x, y〉
‖y‖2

y.

Uwaga 2.30 (Alternatywny dowód nierówno±ci Schwartza). Odlegªo±¢ x od jego rzutu Pyx, czyli
warto±¢ ‖x − Pyx‖, mo»na, a nawet nale»y traktowa¢ jako odlegªo±¢ wektora x od przestrzeni
rozpi¦tej przez y. Obliczaj¡c kwadrat tej odlegªo±ci otrzymujemy dowód nierówno±ci Schwartza.
Rzeczywi±cie, zaªó»my, »e y 6= 0. Wtedy Pyx = 〈x,y〉

‖y‖2 y i st¡d

‖x− Pyx‖2 2.9
= ‖x‖2 − 2 Re

〈
x,
〈x, y〉
‖y‖2

y

〉
+
|〈x, y〉|2

‖y‖4
‖y‖2 = ‖x‖2 − 2

|〈x, y〉|2

‖y‖2
+
|〈x, y〉|2

‖y‖2

= ‖x‖2 − |〈x, y〉|
2

‖y‖2
.

Czyli 0 ≤ ‖x − Pyx‖2 = ‖x‖2 − |〈x,y〉|
2

‖y‖2 . Nierówno±¢ ta jest równowa»na nierówno±ci Schwartza
|〈x, y〉| ≤ ‖x‖ · ‖y‖. Co wi¦cej, widzimy st¡d, »e równo±¢ |〈x, y〉| = ‖x‖ · ‖y‖ zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy x = 〈x,y〉

‖y‖2 y lub y = 0. To z kolei jest równowa»ne temu, »e x i y s¡ liniowo

zale»ne (bo je±li x = λy i y 6= 0, to 〈x,y〉‖y‖2 = λ).

Wniosek 2.31. Równo±¢ |〈x, y〉| = ‖x‖ · ‖y‖ w nierówno±ci Schwartza zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy wektory x i y s¡ liniowo zale»ne.

Rysunek na stronie 31 sugeruje, »e je»eli y = PMx jest rzutem ortogonalnym wektora x ∈ H
na podprzestrze« M ⊆ H, to dªugo±¢ ‖y− x‖ powinna by¢ odlegªo±ci¡ wektora x od przestrzeni
M . To znaczy y = PMx ∈M powinien by¢ wektorem, w którym realizuje si¦ poni»sze in�nimum

dist(x,M) = inf
z∈M
‖x− z‖.

Poka»emy, »e w istocie tak jest (o ileM jest domkni¦t¡ poprzestrzeni¡). Interpretacja ta jest klu-
czowa dla dowodu istnienia rzutu ortogonalnego w przestrzeni Hilberta! Mianowicie, poka»emy,
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»e dla ka»dego domkni¦tego podzbioru wypukªego M ⊆ H przestrzeni Hilberta H oraz wektora
x ∈ H istnieje dokªadnie jeden y ∈M taki, »e

‖x− y‖ = inf
z∈M
‖x− z‖.

Przypomnijmy, »e zbiór M ⊆ H jest wypukªy, je»eli ∀x,y∈M∀λ∈[0,1]λx + (1 − λ)y ∈ M , tzn. gdy
ka»dy odcinek o ko«cach w M caªy zawiera si¦ w M , patrz rysunek:

wypukªy

M

M

niewypukªy

Oczywi±cie ka»da podprzestrze« liniowa jest zbiorem wypukªym.

Twierdzenie 2.32 (O odlegªo±ci od zbioru wypukªego). Niech H przestrze« Hilberta. Dla dowol-
nego domkni¦tego zbioru wypukªego M ⊆ H oraz punktu x ∈ H istnieje dokªadnie jeden y ∈ M
taki, »e ‖x− y‖ = dist(x,M).

Dowód. Zauwa»my najpierw, »e �przesuwaj¡c� zbiór M mo»emy zaªo»y¢, »e x = 0 (nie jest
to konieczne, lecz uªatwia rachunki). Rzeczywi±cie, je±li M jest domkni¦ty i wypukªy, to zbiór
M̃ = x −M := {x − z : z ∈ M} te» ma te wªasno±ci, bo przesuni¦cie o wektor oraz odbicie
wzgl¦dem zera s¡ homeomor�zmami zachowuj¡cymi kombinacje wypukªe4. Ponadto, y ∈M oraz
‖x−y‖ = dist(x,M) wtedy i tylko wtedy, gdy x−y ∈ M̃ oraz ‖x−y‖ = dist(0, M̃) = inf ỹ∈M̃ ‖ỹ‖.

Zaªó»my wi¦c, »e x = 0. Wtedy dowodzone twierdzenie przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

M ⊆ H domkni¦ty i wypukªy =⇒ ∃!y0∈M ‖y0‖ = inf
y∈M
‖y‖.

Innymi sªowy, potrzebujemy pokaza¢, »e w domkni¦tym i wypukªym
zbiorze M istnieje dokªadnie jeden element o minimalnej normie.

�Istnienie�. Poªó»my d := inf
y∈M
‖y‖ i niech {yn}∞n=1 ⊆M taki, »e

y0

M

‖yn‖ → d. Wystarczy pokaza¢, »e {yn}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy, bo wtedy na mocy zupeªno±ci
H i domkni¦to±ci M , ci¡g ten jest zbie»ny do pewnego y0 ∈ M , a z ci¡gªo±ci normy ‖y0‖ =
limn→∞ ‖yn‖ = d. Warunek Cauchy wynika z to»samo±ci równolegªoboku i wypukªo±ci M :

‖yn − ym‖2 (2.1)
= 2‖yn‖2 + 2‖ym‖2 − ‖yn + ym‖2 = 2‖yn‖2 + 2‖ym‖2 − 4

∥∥∥∥yn + ym
2

∥∥∥∥2

yn+ym
2
∈M
≤ 2‖yn‖2 + 2‖ym‖2 − 4d2 n,m→∞−→ 2d2 + 2d2 − 4d2 = 0.

�Jednoznaczno±¢�. Je»eli y1, y2 ∈M takie, »e ‖y1‖ = ‖y2‖ = d, to rachunek niemal identyczny
do tego powy»ej pokazuje, »e y1 = y2:

‖y1 − y2‖2 (2.1)
= 2‖y1‖2 + 2‖y2‖2 − ‖y1 + y2‖2 = 2‖y1‖2 + 2‖y2‖2 − 4

∥∥∥∥y1 + y2

2

∥∥∥∥2

y1+y2
2
∈M
≤ 2‖y1‖2 + 2‖y2‖2 − 4d2 = 2d2 + 2d2 − 4d2 = 0.

4Odwzorowania zachowuj¡ce kombinacje wypukªe nazywamy odwzorowaniami a�nicznynymi
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Uwaga 2.33. W zbiorze niewypukªym M mog¡ istnie¢ dwa ró»ne punkty y1, y2 ∈ H takie,
»e ‖x − y1‖ = ‖x − y2‖ = dist(x,M). Takich punktów mo»e by¢ nawet niesko«czenie wiele.
We¹my np. H = C, x = 0 i M = {z ∈ C : |z| ≥ 1} dopeªnienie koªa jednostkowego. Wtedy
‖x− y‖ = dist(x,M) dla ka»dego y le»¡cego na okr¦gu S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.

Twierdzenie 2.34 (O istnieniu rzutu ortogonalnego). Dla dowolnej domkni¦tej podprzestrzeni
M ⊆ H przestrzeni Hilberta H oraz punktu x ∈ H istnieje rzut ortogonalny y = PMx. Co wi¦cej,

‖x− y‖ = dist(x,M) (2.3)

i rzut ortogonalny y wektora x na M jest przez t¦ równo±¢ wyznaczony jednoznacznie.

Dowód. Skoro M jest zbiorem wypukªym, to na mocy Twierdzenia 2.32 istnieje y ∈M speªnia-
j¡cy (2.3). Musimy pokaza¢, »e x− y ⊥M . Niech z ∈M . Dla ka»dego t ∈ F, y + tz ∈M , bo M
przestrze« liniowa. Zatem

‖x− y‖2
(2.3)

≤ ‖x− (y + tz)‖2 = ‖(x− y) + tz‖2 2.9
= ‖x− y‖2 − 2 Re 〈x− y, tz〉+ |t|2‖z‖2.

St¡d, po skróceniu przez ‖x−y‖2, dostajemy, »e 0 ≤ |t|2‖z‖2−2 Re 〈x− y, tz〉 dla ka»dego t ∈ F.
Kªad¡c t = seiϕ, gdzie s ∈ R i ϕ := arg 〈x−y, z〉 (je±li F = R, to eiϕ = sign〈x−y, z〉 ∈ {−1, 0, 1}
jest liczb¡ rzeczywist¡) nierówno±¢ ta przyjmuje posta¢

0 ≤ s2|eiϕ|2‖z‖2 − 2sRe(e−iϕ 〈x− y, z〉) = s2‖z‖2 − 2s| 〈x− y, z〉 |.

Czyli rzeczywista funkcja kwadratowa f(s) = s2‖z‖2 − 2s| 〈x− y, z〉 | jest nieujemna i posiada
miejsce zerowe dla s = 0. St¡d jej wyró»nik ∆ = 4|〈x − y, z〉|2 musi by¢ równy zero, czyli
〈x− y, z〉 = 0, tzn. x− y ⊥ z.

Uwaga 2.35. Z powy»szego Twierdzenia wynika twierdzenie pozornie ogólniejsze mówi¡ce, »e
�rzut ortogonalny PMx istnieje dla dowolnej zupeªnej podprzestrzeni M ⊆ H przestrzeni unitar-
nej H oraz punktu x ∈ H�. Rzeczywi±cie, je±liM jest zupeªna, to jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡
uzupeªnienia przestrzeni H do przestrzeni Hilberta H, por. Uwaga 2.14. Zatem Twierdzenie 2.34
zastosowane do inlkuzji M ⊆ H implikuje t¦ ogólniejsz¡ tez¦.

Wniosek 2.36. Dla dowolnej domkni¦tej podprzestrzeni M przestrzeni Hilberta H mamy

H = M ⊕M⊥,

czyli ∀x∈H ∃!y∈M∃!z∈M⊥ x = y + z.

Dowód. Niech x ∈ H. Poªó»my y := PMx i z := x − y. Wtedy x = y + z oraz z de�nicji rzutu
ortogonalnego x− y ⊥M , tzn. z ∈M⊥. Aby pokaza¢ jednoznaczno±¢ tego rozkªadu zaªó»my, »e
x = y′+ z′ dla pewnych y′ ∈M i z′ ∈M⊥. Wtedy y− y′ ∈M , z− z′ ∈M⊥ oraz y− y′ = z− z′,
ale M ∩M⊥ = {0} (bo jedynym wektorem ortogonalnym do samego siebie jest wektor zerowy).
Zatem y = y′ oraz z = z′.

Uwaga 2.37. Tez¦ powy»szego wniosku mo»na te» zapisa¢ jako 1 = PM + PM⊥ , gdzie 1 jest
operatorem identyczno±ciowym na H. W szczególno±ci, je±li PM jest rzutem ortogonalnym na
domkni¦t¡ podprzestrze« M , to 1− PM jest rzutem na jej dopeªnienie ortogonalne M⊥:

PM⊥ = 1− PM .

Wniosek 2.38. Je±li M domkni¦ta podprzestrze« przestrzeni Hilberta, to (M⊥)⊥ = M.
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Dowód. Inkluzja M ⊆ (M⊥)⊥ jest jasna, bo x ∈ M =⇒ x ⊥ M⊥ =⇒ x ∈ (M⊥)⊥. �eby
wykaza¢, inkluzj¦ odwrotn¡ we¹my element x ∈ (M⊥)⊥. Zapiszmy go w postaci x = y + z gdzie
y ∈ M , z ∈ M⊥, jak we Wniosku 2.36. Chcemy pokaza¢, »e z = 0, bo wtedy x = y ∈ M . W
tym celu zauwa»my, »e zarówno x ∈ (M⊥)⊥ jak i y ∈ M s¡ prostopadªe do z ∈ M⊥, a st¡d
0= 〈x, z〉 = 〈y + z, z〉 = 〈y, z〉+ 〈z, z〉 = 〈z, z〉 = ‖z‖2. Czyli z = 0.

Na koniec omówimy operacj¦ brania rzutu ortogonalnego jako operator liniowy.

Lemat 2.39. Rzut ortogonalny H 3 x → PMx ∈ M ⊆ H na domkni¦t¡ podprzestrze« prze-
strzeni Hilberta jest ograniczonym operatorem liniowym. Ponadto ‖PM‖ = 1, chyba, »e PM ≡ 0
(równowa»nie M = {0}) i wtedy ‖PM‖ = 0.

Dowód. Niech x, y ∈ H oraz α, β ∈ F. Chcemy wykaza¢, »e PM(αx + βy) = αPMx + βPMy. Z
de�nicji rzutu ortogonalnego PM(αx+βy) to jedyny element wM taki, »e (αx+βy)−PM(αx+
βy) ⊥ M . Wystarczy zatem pokaza¢, »e wektor αPMx + βPMy ma te same wªasno±ci. Jasne,
»e αPMx + βPMy ∈ M bo M przestrze« liniowa. Korzystaj¡c z (póªtora)liniowo±ci iloczynu
skalarnego, dla z ∈M mamy

〈(αx+ βy)− (αPMx+ βPMy), z〉 = α〈x− PMx, z〉+ β〈y − PMy, z〉 = 0,

bo x− PMx oraz y − PMy s¡ ortogonalne do M z de�nicji rzutu. Zatem (αx + βy)− (αPMx +
βPMy) ⊥M i st¡d PM(αx+ βy) = αPMx+ βPMy.

Aby wykaza¢ ograniczono±¢ operatora PM we¹my dowolny x ∈ H. Korzystaj¡c z twierdzenia
Pitagorasa oraz równo±ci 1 = PM + PM⊥ , patrz Uwaga 2.37, otrzymujemy

‖PMx‖2 ≤ ‖PMx‖2 + ‖PM⊥x‖2 2.21
= ‖PMx+ PM⊥x‖2 = ‖x‖2.

St¡d ‖PM‖ ≤ 1. Je»eli PM 6= 0 to M 6= {0} i istnieje x ∈ M o normie 1. Skoro PMx = x to
‖PMx‖ = ‖x‖ = 1, czyli ‖PM‖ ≥ 1. Zatem ‖PM‖ = 1.

Operator rzutu ortogonalnego mo»na scharakteryzowa¢ na wiele ró»nych sposobów. Jedn¡ z
podstawowych wªasno±ci operatora PM jest to, »e jego obraz jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ M
oraz jego obci¦cie do tej podprzestrzeni jest identyczno±ci¡, tzn. PM |M = idM . Obie te wªasno±ci
mo»na w j¦zyku operatorów zapisa¢ krótko poprzez równo±¢ P 2

M = PM , gdzie P 2
M = PM ◦ PM

jest skªadaniem odwozorowa« liniowych. Wªasno±¢ t¦ nawyzamy idempotentno±ci¡ (z ªac. idem,
�taki sam, równy� i potens, �maj¡cy moc, siª¦�). Operator idempotenty to taki, którego dziaªanie
nie zmienia wyniku przy kolejnych powtórzeniach.

De�nicja 2.40. Operator liniowy P : H → H na przestrzeni liniowej H nazywamy idempoten-
tem (lub rzutem), gdy P 2 = P .

Ka»dy rzut ortogonalny jest idempotentem (rzutem), ale nie na odwrót. Je±li P 2 = P jest
idempotentem, to P na swoim obrazie ImP := PH jest identyczno±ci¡. Zatem je±li tylko P 6= 0,
to ‖P‖ ≥ 1. Ponadto idempotent P zadaje rozkªad przestrzeni na sum¦ prost¡

H = ImP ⊕ kerP,

gdzie kerP = {x ∈ H : Px = 0} to j¡dro operatora P . Rozkªad ten wynika z równo±ci 1 =
P + (1 − P ) oraz kerP = Im(1 − P ) (� sprawdzi¢ szczegóªy). Rozkªad ten wyznacza rzut P
jednoznacznie, gdy» je±li x = y + z, gdzie y ∈ ImP i z ∈ kerP , to Px = y. W szczególno±ci,
mówi si¦ wtedy, »e P jest rzutem na podprzestrze« ImP wzgl¦dem podprzestrzeni kerP . Rzut P
jest rzutem ortogonalnym wtedy i tylko wtedy, gdy kerP ⊥ ImP .
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Twierdzenie 2.41 (Charakteryzacje operatora rzutu ortogonalnego). Niech P : H → H liniowy
idempotent, tzn. P 2 = P , na przestrzeni Hilberta H. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) P jest rzutem ortogonalnym,

(2) kerP ⊥ ImP ,

(3) P ∗ = P jest samosprz¦»ony, tzn. ∀x,y∈H 〈Px, y〉 = 〈x, Py〉,

(4) ‖P‖ ≤ 1 (dokªadniej ‖P‖ = 1 lub P = 0).

Je±li powy»sze równowa»ne warunki zachodz¡, to P = PM jest rzutem ortogonalnym na swój
obraz M = ImP = PH oraz kerP = M⊥.

Dowód. (1)⇒(2). Ta implikacja wynika z powy»szej dyskusji, patrz te» Uwaga 2.37.
(2)⇒(3). Przypomnijmy, i» kerP = Im(1−P ). Zatem z zaªo»enia PH ⊥ (1−P )H. St¡d dla

x, y ∈ H mamy

〈Px, y〉 y=Py+(1−P )y
= 〈Px, Py〉+ 〈Px, (1− P )y〉 PH⊥(1−P )H

= 〈Px, Py〉
PH⊥(1−P )H

= 〈Px, Py〉+ 〈(1− P )x, Py〉 x=Px+(1−P )x
= 〈x, Py〉.

(3)⇒(4). Dla dowolnego x ∈ H mamy

‖Px‖2 = 〈Px, Px〉 (3)
= 〈P (Px), x〉 P

2=P
= 〈Px, x〉

N.Schwartza

≤ ‖Px‖ · ‖x‖.

Po skróceniu przez ‖Px‖ dostajemy st¡d, »e ‖Px‖ ≤ ‖x‖. Zatem ‖P‖ ≤ 1. Nierówno±¢ ‖P‖ ≥ 1
zachodzi dla ka»dego niezerowego idempotenta. Czyli ‖P‖ = 1 lub P = 0.

(4)⇒(1). Poka»emy, »e P jest rzutem ortogonalnym na podprzestrze« M := ImP = PH.5

Z de�nicji trzeba pokaza¢, »e x − Px ⊥ M dla ka»dego x ∈ H. Jest to równowa»ne inkluzji
kerP ⊆ M⊥, bo kerP = (1 − P )H. We¹my zatem dowolne x ∈ kerP oraz y ∈ M = ImP .
Wtedy Px = 0 oraz Py = y. St¡d dla ka»dego t ∈ F dostajemy

‖y‖2 = ‖Py + tPx‖2 = ‖P (y + tx)‖2
‖P‖≤1

≤ ‖y + tx‖2 2.9
= ‖y‖2 + 2 Re t〈x, y〉+ |t|2‖x‖2.

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 2.34 implikuje to, »e 〈x, y〉 = 0. Rzeczywi±cie, kªad¡c
t = se−iϕ, gdzie ϕ := arg 〈x, y〉 i s ∈ R, powy»sza nierówno±¢ oznacza, »e rzeczywista funkcja
kwadratowa f(s) = 2s|〈x, y〉|+ s2‖x‖2 ≥ 0 jest nieujemna. St¡d 〈x, y〉 = 0, co nale»aªo dowie±¢.

Przykªad 2.42 (Rzuty na pªaszczy¹nie). Niech H = R2 b¦dzie pªaszczyzn¡ euklidesow¡. Wtedy
wszystkie rzuty na o± x-sów M = {(x, 0) : x ∈ R} s¡ dane przez macierze postaci

Pa =

(
1 a
0 0

)
, a ∈ R.

Dla a = 0, P0 jest rzutem na prost¡ y = 0 wzgl¦dem prostej x = 0 (tzn. rzutem ortogonalnym
na M). Je±li a 6= 0, to Pa jest rzutem na prost¡ y = 0 wzgl¦dem prostej y = −x/a (tzn. rzutem
na M wzgl¦dem podprzestrzeni N = {(x,−x/a) : x ∈ R}). �eby policzy¢ norm¦ operatora Pa
trzeba

zmaksymalizowa¢ funkcj¦ f(x, y) = x+ ay pod warunkiem x2 + y2 = 1.

5M jest domkni¦ta, bo je±li {yn}∞n=1 ⊆M i yn → y0, to y0 = limn→∞ yn = limn→∞ Pyn = Py0 ∈M
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Stosuj¡c metod¦ mno»ników Lagrange'a (� przeliczy¢ to) otrzymujemy, »e funkcja f osi¡ga
maksimum w punkcie (x, y) = ( 1√

1+a2
, a√

1+a2
) i jej maksimum wynosi

√
1 + a2. St¡d

‖Pa‖ =
√

1 + a2, a ∈ R.

W szczególno±ci ‖Pa‖ → ∞, gdy a → ∞. Czyli norma rzutu (idempotenta) mo»e by¢ dowolnie
du»a. Oczywi±cie macierz Pa jest samosprz¦»ona wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy ‖Pa‖ = 1, co jest zgodne z Twierdzeniem 2.41.

Przykªad 2.43 (Rzuty ortogonalne na L2(µ) zadane przez zbiory). Niech H = L2(µ) b¦dzie
przestrzeni¡ Hilberta zwi¡zan¡ z pewn¡ przestrzeni¡ z miar¡ (Ω,Σ, µ). Dla ka»dego zbioru mie-
rzalnego A ∈ Σ, zbiór funkcji �»yj¡cych na tym zbiorze� {f ∈ L2(µ) : f zeruje si¦ poza A} jest
domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ H, izometrycznie izomor�czn¡ z przestrzeni¡ L2(µ|ΣA) zadan¡ przez
przestrze« z miar¡ (A,ΣA, µ|ΣA), gdzie ΣA = {B ∈ Σ : B ⊆ A}. Dalej b¦dziemy te izomor-
�czne przestrzenie uto»samia¢. Rzut ortogonalny z L2(µ) na L2(µ|ΣA) jest operatorem mno»enia
przez funkcj¦ charakterystyczn¡ 1A zbioru A, por. Przykªad 1.62. W szczególno±ci 12

A = 1A oraz
‖1A‖∞ = 1 (o ile µ(A) 6= 0).

Przykªad 2.44 (Warunkowa warto±¢ oczekiwana jako rzut ortogonalny). Niech H = L2(µ)
b¦dzie jak w przykªadzie powy»ej. Je±li F ⊆ Σ jest σ-podalgebr¡ zbiorów, to {f ∈ L2(µ) :
f jest F -mierzalna} jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ H izometrycznie izomor�czn¡ z L2(µ|F).
Zatem istnieje rzut ortogonalny P z L2(µ) na L2(µ|F) (traktowan¡ jako podprzestrze« tej pierw-
szej). Rzut ten w rachunku prawdopodobie«stwa jest nazywany warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡
pod warunkiem σ-ciaªa F . Rzeczywi±cie, je±li miara µ jest sko«czona, to P speªnia nast¦puj¡ce
wªasno±ci, które de�niuj¡ warunkow¡ warto±ci¡ oczekiwan¡:6

(1) Pf jest F -mierzalna dla ka»dej funkcji f ∈ H,

(2) Dla ka»dego zbioru A ∈ F i funkcji f ∈ H mamy
∫
A
Pf dµ =

∫
A
f dµ.

Pierwsza wªasno±¢ zachodzi z de�nicji, natomiast druga wynika z nast¦puj¡cego rachunku∫
A

Pf dµ =

∫
Ω

(Pf)1A dµ = 〈Pf,1A〉
P=P ∗

= 〈f, P1A〉
A∈F
= 〈f,1A〉 =

∫
Ω

f1A dµ =

∫
A

f dµ.

2.3 Ukªady i bazy ortonormalne

Na kursie algebry (na pierwszym roku studiów) uczymy si¦, »e ka»da przestrze« liniowa sko«-
czenie wymiarowa posiada baz¦, tzn. maksymalny ukªad wektorów liniowo-niezale»nych, i wtedy
ka»dy wektor z przestrzeni ma jednoznaczne przedstawienie jako kombinacja liniowa wektorów
bazowych. Taka baza, nazywana równie» baz¡ algebraiczn¡ lub baz¡ Hamela, istnieje te» w nie-
sko«czenie wymiarowych przestrzeniach liniowych, lecz nie jest ju» wtedy tak praktyczna.

W przestrzeniach Banacha oprócz struktury liniowej mamy te» topologi¦, a wi¦c naturalnym
jest, aby w poj¦ciu bazy uwzgl¦dni¢ równie» poj¦cie zbie»no±ci. Teori¦ takich baz opracowaª
Juliusz Schauder (jeden z przedstawicieli lwowskiej szkoªy matematycznej). Mianowicie baz¡
Schaudera w przestrzeni Banacha X nazywamy ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X o tej wªasno±ci, »e dla ka»dego
wektora x ∈ X istnieje dokªadnie jeden ci¡g skalarów {an}∞n=1 ⊆ F taki, »e

x =
∞∑
n=1

anxn,

6Chc¡c by¢ uczciwym, trzeba powiedzie¢, »e na rachunku prawdopodobie«stwa warto±¢ oczekiwan¡ rozpatruje
si¦ zazwyczaj na przestrzeni L1(µ), która w przypadku miary sko«czonej, jest na ogóª �nieco� wi¦ksza ni» L2(µ)
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gdzie szereg jest zbie»ny w sensie normy przestrzeniX. Niestety
na obecnym (podstawowym) kursie nie po±wi¦cimy tej bazie
wi¦cej miejsca. Warto jednak podkre±li¢, »e baza Schaudera
nie zawsze istnieje nawet, gdy X jest przestrzeni¡ o±rodkow¡,
czyli gdy X zawiera prze liczalny zbiór g¦sty.a Zagadnienie to
byªo jednym z problemów Ksi¦gi Szkockiej, które rozwi¡zaª Per
En�o, za co otrzymaª od Stanisªawa Mazura »yw¡ g¦±, patrz
rysunek obok. (� poczyta¢ o tym w internetach)

aJe±li przestrze« X posiada baz¦ Schaudera, to musi by¢ o±rodkowa

(� dlaczego?)

W przestrzeni Hilberta oprócz zbie»no±ci mamy poj¦cie ortogonalno±ci. Prowadzi to do ko-
lejnej (trzeciej) de�nicji bazy, w której zakªadamy, »e wektory s¡ parami do siebie prostopadªe
- tzw. baza ortogonalna. Dodatkowo mo»emy wektory bazy unormowa¢, tak aby ka»dy z nich
miaª dªugo±¢ 1. Wtedy mówimy o bazie ortonormalnej. Jak poka»emy poni»ej bazy ortonormalne
istniej¡ w ka»dej przestrzeni Hilberta i s¡ kluczowym narz¦dziem w analize tych przestrzeni.

De�nicja 2.45. Rodzin¦ wektorów {ei}i∈I ⊆ H w przestrzeni Hilberta H nazywamy

a) ukªadem ortogonalnym, je±li ei ⊥ ej dla i 6= j (tzn. 〈ei, ej〉 = 0 dla i 6= j).

b) ukªadem ortonormalnym, je±li ei ⊥ ej, gdy i 6= j oraz ‖ei‖ = 1, tzn. gdy

〈ei, ej〉 = δi,j :=

{
1, i = j,

0, i 6= j,
i, j ∈ I.

(δi,j - delta Kroneckera).

Uwaga 2.46. Ka»dy ukªad niezerowych wektorów {ui}i∈I , który jest ortogonalny mo»na unor-
mowa¢ do ukªadu normalnego {ei}i∈I . Rzeczywi±cie kªad¡c ei := ui

‖ui‖ , i ∈ I mamy

〈ei, ej〉 =

〈
ui
‖ui‖

,
uj
‖uj‖

〉
=
〈ui, uj〉
‖ui‖‖uj‖

=

{
〈ui,ui〉
‖ui‖‖ui‖ , i = j,

0, i 6= j,
=

{
1, i = j,

0, i 6= j,
i, j ∈ I.

Je±li zbiór indeksów I jest przeliczalny, to mo»na go ponumerowa¢ liczbami naturalnymi i w
powy»szej de�nicji mo»na zast¡pi¢ rodzin¦ {ei}i∈I przez ci¡g {ei}∞i=1 albo {ei}ni=1, w zale»no±ci
od tego, czy zbiór indeksów I jest niesko«czony, czy sko«czony.

W sko«czenie wymiarowych przestrzeniach Hilberta baz¦ ortogonaln¡, odpowiednio ortonor-
maln¡, mo»na zde�niowa¢ jako baz¦ algebraiczn¡, która ma dodatkowo wªasno±¢, »e wektory j¡
tworz¡ce s¡ ortogonalne, odpowiednio ortonormalne. Takie bazy ªatwo skonstruowa¢:

Przykªad 2.47 (Ortogonalizacja Grama-Schmidta). Je±liM ⊆ H podprzestrze« sko«czenie wy-
miarowa, to istnieje ukªad ortonormalny {ei}ni=1 taki, »e M = lin{e1, ..., en}, tzn. elementy M s¡
kombinacjami liniowymi wektorów {ei}ni=1. Rzeczywi±cie, niech {xi}ni=1 b¦dzie baz¡ algebraiczn¡
przestrzeniM , tzn. {xi}ni=1 s¡ liniowo-niezale»ne orazM = lin{x1, ..., xn}. Proces ortogonalizacji
Grama-Schmidta s¡ to nast¦puj¡ce rekurencyjne wzory

u1 := x1, u2 := x2 − Pu1x2, u3 := x3 − Pu1x3 − Pu2x3, ... , un := xn −
n−1∑
i=1

Puixn,

które de�niuj¡ ukªad ortogonalny {ui}ni=1, który rozpinaM , tzn.M = lin{u1, ..., un} (� spraw-
dzi¢ to). Kªad¡c ei := ui

‖ui‖ , i = 1, ..., n, otrzymujemy ukªad ortonormalny rozpinaj¡cy M .
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Ortogonalizacja Grama-Schmidta wraz z poni»szym stwierdzeniem daj¡ prosty przepis na to
jak obliczy¢ rzut ortgonalny wektora na podprzestrze« sko«czenie wymiarow¡.

Stwierdzenie 2.48. Niech M b¦dzie sko«czenie wymiarow¡ podprzestrzeni¡ przestrzeni Hilberta
H. Dla dowolnego ukªadu ortonormalnego {ei}ni=1 takiego, »e M = lin{e1, ..., en} mamy

PMx =
n∑
i=1

〈x, ei〉ei, dla ka»dego x ∈ H.

Ponadto, ‖PMx‖2 =
∑n

i=1 |〈x, ei〉|2 dla x ∈M .

Dowód. Rzut ortogonalny na przestrze« M istnieje, bo M jest sko«czenie wymiarowa, a wi¦c
domkni¦ta (Wniosek 1.70). Niech x ∈ H. Wtedy PMx =

∑n
i=1 λiei, dla pewnych {λi}ni=1 ⊆ F.

Korzystaj¡c z samosprz¦»ono±ci rzutu PM , patrz Twierdzenie 2.41, mamy

〈x, ei〉
ei∈M== 〈x, PMei〉

PM=P ∗M=== 〈PMx, ei〉 = 〈
n∑
j=1

λjej, ei〉 =
n∑
j=1

λj〈ej, ei〉
〈ej ,ei〉=δi,j

== λi.

St¡d PMx =
∑n

i=1〈x, ei〉ei oraz

‖PMx‖2 = 〈
n∑
i=1

λiei,
n∑
j=1

λjej〉 =
n∑

i,j=1

λiλj〈ei, ej〉 =
n∑
i=1

|λi|2 =
n∑
i=1

|〈x, ei〉|2.

Wniosek 2.49 (Nierówno±¢ Bessela). Dla dowolnego ukªadu ortonormalnego {ei}i∈I ⊆ H i
wektora x ∈ H mamy ∑

i∈I

|〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2.

Dowód. Niech A ⊆ I b¦dzie sko«czonym podzbiorem i niech M b¦dzie podprzestrzeni¡ liniow¡
rozpi¦t¡ przez wektory {ei}i∈A. Na mocy Stwierdzenia 2.48 i Twierdzenia 2.41 mamy

∑
i∈A

|〈x, ei〉|2 = ‖PMx‖2
‖PM‖≤1

≤ ‖x‖2.

St¡d
∑

i∈I |〈x, ei〉|2 = sup A⊆I
sko«czony

∑
i∈A |〈x, ei〉|2 ≤ ‖x‖2.

W nierówno±ci Bessela napisali±my sum¦ szeregu po dowolnym zbiorze indeksów I. Jest to
szereg liczb nieujemnych, wi¦c mo»e by¢ traktowany jako supremum po sumach sko«czonych.
Ogólnie zbie»no±¢ szeregów po zbiorach niekoniecznie przeliczalnych de�niujemy jak nast¦puje.
Aby skróci¢ formuªy przyjmiemy nast¦puj¡ce oznaczenie na sko«czone podbiory:

K b I
def⇐⇒ K ⊆ I oraz K jest zbiorem sko«czonym.

De�nicja 2.50. Niech {xi}i∈I b¦dzie rodzin¡ wektorów w przestrzeni unormowanejX. Powiemy,
»e szereg

∑
i∈I xi jest (bezwgl¦dnie) zbie»ny i jego suma wynosi x ∈ X, je»eli dla dowolnego ε > 0

istnieje K b I taki, »e K b J b I implikuje ‖
∑

i∈J xi − x‖ < ε.7 Piszemy wtedy x =
∑

i∈I xi.
7Innymi sªowy szereg

∑
i∈I xi jest zbie»ny je»eli sie¢ sum cz¦±ciowych {

∑
i∈J xi}JbI (indeksowana sko«czonymi

podzbiorami I skierowanymi przez relacj¦ inkluzji) jest zbie»na i wtedy granica tej sieci jest sum¡ szeregu.
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Lemat 2.51. Je»eli szereg
∑

i∈I xi jest zbie»ny w przestrzeni unormowanej X, to dla ka»dego
ε > 0 istnieje K b I taki, »e dla ka»dego J b I rozª¡cznego z K mamy ‖

∑
i∈J xi‖ < ε. Implikacja

odwrotna zachodzi, gdy X jest przestrzeni¡ zupeªn¡.
Co wi¦cej, je»eli

∑
i∈I xi zbie»ny, to poza zbiorem przeliczalnym wektory {xi}i∈I si¦ zeruj¡, to

znaczy istnieje zbiór przeliczalny N ⊆ I taki, »e i 6∈ N =⇒ xi = 0 i wtedy
∑

i∈I x =
∑

n∈N xn.

Dowód. Zaªó»my, »e szereg
∑

i∈I xi jest zbie»ny. Niech ε > 0 i niech K b I taki, »e K b J b I
implikuje ‖

∑
i∈J xi − x‖ < ε/2. We¹my teraz dowolny J b I taki, »e J ∩K = ∅. Wtedy∥∥∥∑

i∈J

xi

∥∥∥ =
∥∥∥ ∑
i∈K∪J

xi −
∑
i∈K

xi

∥∥∥ ≤ ∥∥∥ ∑
i∈K∪J

xi − x
∥∥∥+

∥∥∥x−∑
i∈K

xi

∥∥∥ < ε/2 + ε/2 = ε.

Co dowodzi »¡danej implikacji.
Zaªó»my teraz, »e dla ka»dego ε > 0 istnieje K b I taki, »e ‖

∑
i∈J xi‖ < ε dla ka»dego dla

ka»dego J b I rozª¡cznego z K. Dla ka»dego n ∈ N wybierzmy Kn b I taki, »e ‖
∑

i∈J\Kn xi‖ <
1/n dla J b I. Przechodz¡c ewentualnie do zbiorów K ′n := K1 ∪ ... ∪ Kn, mo»emy zaªo»y¢,
ci¡g {Kn}∞n=1 jest wst¦puj¡cy, tzn. K1 ⊆ K2 ⊆ K3 ⊆ .... Zauwa»my, »e zbiór N :=

⋃
n∈NKn

jest przeliczalny oraz je±li i 6∈ N to ‖xi‖ < 1/n dla ka»dego n ∈ N, tzn. xi = 0. Dowodzi to
drugiej cz¦±ci tezy. Ponadto ci¡g sum cz¦±ciowych Sn :=

∑
i∈Kn xi jest ci¡giem Cauchy, gdy» dla

m > n mamy ‖Sm − Sn‖ = ‖
∑

i∈Km\Kn xi‖ ≤ 1/n. Zatem je±li przestrze« X jest zupeªna, to
istnieje granica x := limn→∞ Sn = limn→∞

∑
i∈Kn xi ∈ X. Szereg

∑
i∈I xi jest zbie»ny do x, bo

dla ka»dego n ∈ N oraz J b I zawieraj¡cego Kn mamy∥∥∥∑
i∈J

xi − x
∥∥∥ = lim

m→∞

∥∥∥∑
i∈J

xi −
∑
i∈Km

xi

∥∥∥ ≤ ∥∥∥ ∑
i∈J\Kn

xi

∥∥∥+ lim
m→∞

∥∥∥ ∑
i∈Km\Kn

xi

∥∥∥ < 2/n.

Baz¦ algebraiczn¡ de�niuje si¦ jako maksymalny ukªad wektorów liniowo niezale»nych. Baz¦
ortonormaln¡ zde�niujemy analogicznie, jako maksymalny ukªad ortonormalny:

De�nicja 2.52. Baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni Hilberta H nazywamy ukªad ortonormalny
{ei}i∈I , który jest maksymalny, tzn. nie istnieje e ∈ H taki, »e ukªad {ei}i∈I ∪ {e} jest orto-
normalny.

Uwaga 2.53. Analogicznie baz¦ ortogonaln¡ de�niuje si¦ jako maksymalny ukªad parami orto-
gonalnych wektorów niezerowych. Jednak»e ukªad taki mo»emy zawsze unormowa¢ by otrzyma¢
baz¦ ortonormaln¡. Dlatego skupimy si¦ tu na bazach ortonormalnych.

Baza ortonormalna zawsze istnieje (je±li wierzymy w aksjomat wyboru):

Stwierdzenie 2.54. Ka»dy ukªad ortonormalny mo»na rozszerzy¢ do bazy ortonormalnej. W
szczególno±ci ka»da przestrze« Hilberta posiada baz¦ ortonormaln¡.

Dowód. Teza wynika z Lematu Kuratowskiego-Zorna. Rzeczywi±cie niech {ei}i∈I ⊆ H b¦dzie
ustalonym ukªadem ortonormalnym. Niech P b¦dzie rodzin¡ wszystkich ukªadów ortonomalnych
{e′i}i∈I′ ⊆ H roszerzaj¡cych {ei}i∈I , czyli {ei : i ∈ I} ⊆ {e′i : i ∈ I ′}. Jest to zbiór cz¦±ciowo
uporz¡dkowany ze wzgl¦du na relacj¦ inkluzji. Ponadto ka»da rodzina ukªadów ortonormalnych
C ⊆ P , która jest liniowo uporz¡dkowana (tzn. je±li u, u′ ∈ C, to albo u ⊆ u′ albo u′ ⊆ u) ma
ograniczenie górne, a mianowicie

⋃
u∈C u. Zatem na mocy Lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje

element maksymalny w P .

Twierdzenie 2.55. Niech {ei}i∈I ⊆ H b¦dzie ukªadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta
H. Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:
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(1) {ei}i∈I jest baz¡ ortonormaln¡, tzn. {ei}i∈I jest maksymalnym ukªadem ortonormalnym.

(2) ukªad {ei}i∈I jest liniowo g¦sty w H, tzn. przestrze« liniowa lin{ei : i ∈ I} jest g¦sta w H.

(3) Dla ka»dego x ∈ H, ‖x‖2 =
∑

i∈I |〈x, ei〉|2, tzn. w nierówno±ci Bessela zachodzi równo±¢.
Równo±¢ t¦ nazywa si¦ �to»samo±ci¡ Parsevala�.

(4) Ka»dy x ∈ H jest postaci x =
∑

i∈I λiei, gdzie λi ∈ F, i ∈ I, a szereg jest zbie»ny w sensie
De�nicji 2.50.

Wspóªczynniki {λi}i∈I ∈ F w (4) s¡ wyznaczone jednoznacznie przez x, a mianowicie λi = 〈x, ei〉
dla i ∈ I. Liczby te nazywane s¡ �wspóªczynnikami Fouriera� elementu x przy bazie {ei}i∈I .

Dowód. Zauwa»my, »e je»eli x =
∑

i∈I λiei dla pewnych λi ∈ F, to ortonormalno±¢ ukªadu {ei}i∈I
oraz ci¡gªo±¢ iloczynu skalarnego implikuj¡, »e

〈x, ei〉 = 〈
∑
j∈I

λjej, ei〉 =
∑
j∈I

λj〈ej, ei〉 =
∑
j∈I

λjδi,j = λi, dla i ∈ I.

Dowodzi to ostatniej cz¦±ci twierdzenia.
(1)⇒(2). Niech M := lin{ei : i ∈ I} b¦dzie domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ H rozpi¦t¡ przez

{ei}i∈I . Je±li M 6= H, to M⊥ 6= {0} na mocy Wniosku 2.36. Istnieje wtedy e ∈ M⊥ taki,
»e ‖e‖ = 1. St¡d {ei}i∈I ∪ {e} jest ukªadem ortonormalny, co przeczy maksymalno±ci {ei}i∈I .
Zatem M = H.

(2)⇒(3). Niech x ∈ H. Ustalmy ε > 0. Z zaªo»enia istnieje zbiór sko«czony A ⊆ I oraz
v ∈M := lin{ei : i ∈ A} taki, »e ‖x− v‖ < ε. Zauwa»my, »e przestrze« M przestrze« sko«czenie
wymiarowa, wi¦c mo»emy do niej zastosowa¢ Stwierdzenie 2.48. Ponadto stosuj¡c Twierdzenie
Pitagorasa oraz interpretacj¦ rzutu ortogonalnego z Twierdzenia 2.34 dostajemy

‖x‖2 = ‖PMx+ (x− PMx)‖2 2.21
= ‖PMx‖2 + ‖x− PMx‖2 ≤

{
‖x− PMx‖

2.34
=

= inf
y∈M
‖x− y‖

}
≤ ‖PMx‖2 + ‖x− v‖2 < ‖PMx‖2 + ε2 2.48

=
∑
i∈A

|〈x, ei〉|2 + ε2

≤
∑
i∈I

|〈x, ei〉|2 + ε2.

Przechodz¡c z ε do zera otrzymujemy, »e ‖x‖2 ≤
∑

i∈I |〈x, ei〉|2. Jest to nierówno±¢ przeciwna
do nierówno±ci Bessela (Wniosek 2.49). St¡d równo±¢.

(3)⇒(4). Niech x ∈ H oraz ε > 0. Szereg ‖x‖2 =
∑

i∈I |〈x, ei〉|2 jest zbie»ny (na mocy
to»samo±ci Parsevala). Zatem istnieje K b I taki, »e dla ka»dego J b I rozª¡cznego z K mamy∑

i∈J |〈x, ei〉|2 < ε. St¡d
∑

i∈I\K |〈x, ei〉|2 ≤ ε. Niech teraz J b I zawiera K. Stosuj¡c to»samo±¢
Parsevala do wektora x−

∑
j∈J〈x, ej〉ej dostajemy

‖x−
∑
j∈J

〈x, ej〉ej‖2 =
∑
i∈I\J

|〈x, ei〉|2 ≤ ε,

bo 〈x −
∑

j∈J〈x, ej〉ej, ei〉 = 〈x, ei〉 −
∑

j∈J〈x, ei〉δi,j = 〈x, ei〉(1 − δi,j). Dowodzi to równo±ci
x =

∑
i∈I〈x, ei〉ei.

(4)⇒(1). Zaªó»my nie wprost, »e istnieje e ∈ H taki, »e ukªad {ei}i∈I∪{e} jest ortonormalny.
Na mocy zaªo»enia e =

∑
i∈I λiei dla λi ∈ F, i ∈ I. Ale λi = 〈e, ei〉 = 0 dla ka»dego i ∈ I. Zatem

e = 0, co prowadzi do sprzeczno±ci z warunkiem ‖e‖ = 1.
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Uwaga 2.56. Czasem przez to»samo±¢ Parsevala rozumie si¦ nieco bardziej ogóln¡ formuª¦:
〈x, y〉 =

∑
i∈I〈x, ei〉〈y, ei〉, gdzie x, y ∈ H i {ei}i∈I baza ortonormalna w przestrzeni Hilberta H

(� udowodni¢ ten wzór).

Wniosek 2.57. Je±li {ei}i∈I jest baz¡ ortonormaln¡ przestrzeni Hilberta H, to ka»dy wektor
x ∈ H jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje wspóªczynniki Fouriera {〈x, ei〉}i∈I i wyra»a
si¦ za pomoc¡ szeregu, nazywanego �szeregiem Fouriera� elementu x wzgl¦dem bazy {ei}i∈I :

x =
∑
i∈I

〈x, ei〉ei.

To»samo±¢ Parsevala pozwala oblicza¢ norm¦ x za pomoc¡ wzoru ‖x‖ =
√∑

i∈I |〈x, ei〉|2.

Nazwa szeregi Fouriera i wspóªczynniki Fouriera wzi¦ªa si¦ od wzorów wyprowadzonych w
1807 roku przez Josepha Fouriera, które s¡ szczególnym przypadkiem wzorów, które omówili±my
powy»ej. Fourier rozwa»aª baz¦ ortonormaln¡ zadan¡ przez funkcje trygonometryczne:

Przykªad 2.58 (Baza funkcji trygonometrycznych). W przestrzeni Hilberta H = L2([−π, π])
mamy baz¦ ortonormaln¡ {en}n∈Z, gdzie e0 := 1√

2π
oraz

en(t) :=
1√
π

cos(nt), e−n(t) :=
1√
π

sin(nt) dla n > 0.

Rzeczywi±cie, korzystaj¡ce ze wzorów trygonometrycznych, dla n,m ∈ Z,

cos(nt) cos(mt) =
cos[(n−m)t] + cos[(n+m)t]

2
,

sin(nt) sin(mt) =
cos[(n−m)t]− cos[(n+m)t]

2
,

oraz st¡d, »e
∫ π
−π cos(nt) dt =

{
0, n 6= 0

2π n = 0
i
∫ π
−π cos(nt) sin(mt) = 0 (bo caªka z funkcji niepa-

rzystej) ªatwo sprawdzi¢, »e {en}n∈Z ukªad ortonormalny (� przeliczy¢). Nieco trudniej jest
wykaza¢, »e ukªad ten jest maksymalny, tzn. »e je»eli

∫ π
−π f(t) cos(nt)dt =

∫ π
−π f(t) sin(nt)dt = 0,

dla ka»dego n ≥ 0, to funkcja f jest równa zero prawie wsz¦dzie. Ale mo»na w to uwierzy¢ je±li
si¦ zda sobie spraw¦, »e funkcje cos(nt), sin(nt) maj¡ okres 2π

n
, który zbiega do zera. Szereg z

Wniosku 2.57 prowadzi do klasycznego rozwini¦cia w szereg Fourier'a. Mianowicie, dla dowolnej
funkcji f ∈ L2([−π, π]) mamy

f(t) =
a0

2
+
∞∑
n=1

an cos(nt) + bn sin(nt), (2.4)

przy czym równo±¢ nale»y rozumie¢ tu w sensie zbie»no±ci w L2([−π, π]), a wspóªczynniki Fo-
uriera dane s¡ wzorami

an =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos(nt)dt, dla n ≥ 0 i bn :=

1

π

∫ π

−π
f(t) sin(nt)dt, dla n > 0.

Rzeczywi±cie f =
∑

n∈Z〈f, en〉en = 〈f, e0〉e0 +
∑∞

n=1〈f, en〉en + 〈f, e−n〉e−n = 1
2π

∫ π
−π f(t) dt +∑∞

n=1
1
π

∫ π
−π f(t) cos(nt)dt cos(nt) + 1

π

∫ π
−π f(t) sin(nt)dt sin(nt).
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Posta¢ bazy w poprzednim przykªadzie ma swoje ¹ródªa w zastosowaniach. Na przykªad
w akustyce, czy w teorii przetwarzania sygnaªów, funkcje cos(nt) i sin(nt) odpowiadaj¡ n-tym
skªadowym harmonicznym, a wzór (2.4) interpretuje si¦ jako rozbicie d¹wi¦ku opisanego funkcj¡
f na skªadowe harmoniczne. Jednak»e tak dobrane funkcje bazowe s¡ bardzo niepor¦czne w
rachunkach. Fourier wymy±liª sposób jak patrze¢ na to zagadnienie w inny sposób, tak aby baza
byªa bardziej naturalna. Prowadzi to do poj¦cia transformaty Fouriera, która jest niczym innym
jak specjalnym rodzajem operatora unitarnego - izomor�zmu przestrzeni Hilberta. Poka»emy,
»e ka»d¡ przestrze« Hilberta z wyró»nion¡ baz¡ ortonormaln¡ mo»na uto»sami¢ z nast¦puj¡c¡
przestrzeni¡ i jej standardow¡ baz¡ �zero-jedynkow¡�.

Przykªad 2.59 (Standardowa baza w `2(I)). Niech I dowolny zbiór. Rozwa»my przestrze«
Hilberta `2(I) := {x : I → F :

∑
i∈I |x(i)|2 <∞}. Zbie»no±¢ szeregu mo»na tu traktowa¢ w sensie

De�nicji 2.50. Równowa»nie `2(I) jest przestrzeni¡ L2(I, 2I , µ) gdzie µ-miara licz¡ca Iloczyn
skalarany w `2(I) jest dany wzorem 〈x, y〉 =

∑
i∈I x(i)y(i) i standardow¦ baz¦ ortonormaln¡

stanowi¡ wektory {ei}i∈I , gdzie ei(j) = δi,j, dla j ∈ I. W szczególno±ci, je±li I = N, to `2(N) = `2

oraz en = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1

, 1, 0, ...), dla n ∈ N.

De�nicja 2.60. Operatorem unitarnym nazywamy odwracaln¡ izometri¦ liniow¡ U : H → K
mi¦dzy przestrzeniami unitarnymi H i K. Je±li taki operator istnieje, to mówimy, »e H i K s¡
izomor�czne i piszemy H ∼= K.

Poj¦cie operatora unitarnego zde�niowane powy»ej jest naturalnym izomor�zmem w kategorii
przestrzeni unitarnych (pozwala uto»samia¢ odpowiednie przestrzenie unitarne wraz z caª¡ ich
struktur¡), poniewa» ka»da liniowa izometria automatycznie zachowuje iloczyn skalarny:

Lemat 2.61. Niech H i K przestrzenie unitarne. Odwzorowanie liniowe U : H → K jest
izometri¡ wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje iloczyn skalarny, to znaczy 〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉 dla
x, y ∈ H.

Dowód. Je±li U zachowuje iloczyn skalarny, to U jest izometri¡, bo ‖Ux‖ =
√
〈Ux, Ux〉 =√

〈x, x〉 = ‖x‖ dla x ∈ H. On odwrót, je±li U jest izometri¡, to na mocy wzorów polaryzacyjnych
(2.2), U zachowuje iloczyn skalarny. Rzeczywi±cie, na przykªad w przypadku zespolonym, mamy

〈Ux, Uy〉 =
1

4

3∑
k=0

ik‖Ux+ ikUy‖2 =
1

4

3∑
k=0

ik‖U(x+ iky)‖2 =
1

4

3∑
k=0

ik‖x+ iky‖2 = 〈x, y〉,

dla dowolnych x, y ∈ H.

Twierdzenie 2.62. Je±li H jest przestrzeni¡ Hilberta z baz¡ ortonormaln¡ {ei}i∈I , to H ∼= `2(I),
gdzie izomor�zm jest zadany przez operator unitarny U : H → `2(I) dany wzorem (Ux)(i) :=
〈x, ei〉 dla x ∈ H, i ∈ I, czyli U przyporz¡dkowuje wektorowi x ∈ H jego wspóªczynniki Fouriera.

Dowód. Z to»samo±ci Parsevala wynika, »e U : H → `2(I) jest poprawnie okre±lon¡ izometri¡
(por. Wniosek 2.57). Liniowo±¢ iloczynu skalarnego ze wzgl¦du na pierwsz¡ wspóªrz¦dn¡ implikuje
liniowo±¢ U : dla x, y ∈ H oraz α, β ∈ F mamy

[U(αx+ βy)](i) = 〈αx+ βy, ei〉 = α〈x, ei〉+ β〈y, ei〉 = α(Ux)(i) + β(Uy)(i).

Zatem wystarczy pokaza¢, »e U jest surjekcj¡. Ustalmy wi¦c dowolny element a ∈ `2(I). W
±wietle Lematu 2.51 istnieje zbiór przeliczalny N ⊆ I taki, »e a(i) = 0 je±li i 6∈ N . Ponumerujmy
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elementy tego zbioru: N = {i1, i2, ...}. Wtedy
∑∞

k=1 |a(ik)|2 =
∑

i∈I |a(i)|2 <∞. St¡d wynika, »e
szereg

∑∞
k=1 a(ik)eik jest zbie»ny w H. Rzeczywi±cie, ci¡g sum cze±ciowych

xn =
n∑
k=1

a(ik)eik , n ∈ N

jest ci¡giem Cauchy, gdy» dla m > n mamy

‖xm − xn‖2 = ‖
m∑

k=n+1

a(ik)eik‖2 Pareseval
===

m∑
k=n+1

|a(ik)|2
n,m→∞−→ 0.

Zatem z zupeªno±ci H otrzymujemy, »e ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ H jest zbie»ny do pewnego x ∈ H.
Korzystaj¡c z ci¡gªo±ci iloczynu skalarnego, dla ka»dego i ∈ I mamy

〈x, ei〉 = lim
n→∞
〈xn, ei〉 = a(i).

Zatem Ux = a.

Stwierdzenie 2.63. Przestrze« Hilberta jest o±rodkowa wtedy i tylko wtedy, gdy H posiada
przeliczaln¡ baz¦ ortonormaln¡.

Dowód. �⇐� Je±li {ei}i∈I jest przeliczaln¡ baz¡ ortonormaln¡ H, to bior¡c dowolny przeliczalny
zbiór g¦sty A ⊆ F (np. A = Q je±li F = R lub A = Q + iQ je±li F = C) i kªad¡c

C := {λ1ei1 + ...λnein : λi ∈ A, {i1, ..., in} ⊆ I}

otrzymujemy przeliczalny zbiór g¦sty w H.
�⇒� Zaªó»my, »e C ⊆ H jest przeliczalnym zbiorem g¦stym. Niech {ei}i∈I b¦dzie baz¡ or-

tonormaln¡ H. Zauwa»my, »e dla i 6= j mamy ‖ei − ej‖ =
√
‖ei‖2 + ‖ej‖2 =

√
2, czyli kule

otwarte o ±rodkach w ei i ej oraz promieniu
√

2/2 s¡ rozª¡czne: K(ei,
√

2/2) ∩K(ej,
√

2/2) = ∅.
Z g¦sto±ci zbioru C wynika, »e ka»da kula otwarta K(ei,

√
2/2) zawiera pewien element C, na-

zwijmy go ci. Z poprzedniej uwagi wynika, »e ci 6= cj dla i 6= j. Innymi sªowy, skonstruowali±my
injekcj¦ I 3 i 7−→ ci ∈ C ze zbioru indeksów I w przeliczalny zbiór C. St¡d I musi by¢ równie»
przeliczalny.

Wniosek 2.64. Ka»da niesko«czenie wymiarowa, o±rodkowa przestrze« Hilberta jest izomor-
�czna z `2. Ka»da przestrze« Hilberta wymiaru n < ∞ jest izomor�czna z Fn, gdzie 〈x, y〉 =∑n

k=1 x(k)y(k).

Poj¦cie wymiaru dla przestrzeni sko«czenie wymiarowych mo»na uogólni¢ na dowolne (nie-
sko«czenie wymiarowe) przestrzenie Hilberta jak nast¦puje.

De�nicja 2.65. Wymiarem przestrzeni Hilberta H nazywamy moc bazy ortonormalnej w tej
przestrzeni i oznaczamy dim(H).

Lemat 2.66. Wymiar przestrzeni Hilberta jest dobrze zde�niowany, tzn. ka»de dwie bazy tej
samej przestrzeni maj¡ t¦ sam¡ moc.

Dowód. Zaªó»my, »e {ei}i∈I i {e′i}i∈I′ to dwie bazy ortonormalne przestrzeni Hilberta H. Je±li
która± z tych baz jest sko«czona, to nietrudno pokaza¢, »e druga te» jest sko«czona i wtedy ich
moce musz¡ by¢ równe na mocy faktów z algebry liniowej (� uzupeªni¢ szczegóªy). Zaªó»my,
wi¦c »e obie bazy s¡ niesko«czone. Dla ka»dego i ∈ I mamy ei =

∑
j∈I′〈ei, e′j〉e′j, patrz Wniosek

2.57. Zatem na mocy Lematu 2.51 zbiór Ni := {j ∈ I ′ : 〈ei, e′j〉 6= 0} jest przeliczalny. Jako »e
{ei}i∈I maksymalny ukªad ortonormalny, to I ′ =

⋃
i∈I Ni. St¡d |I| ≤ ℵ0|I ′| = |I ′|. W podobny

sposób, poprzez symetri¦ otrzymujemy, »e |I ′| ≤ |I|. Zatem |I ′| = |I| na mocy Twierdzenia
Cantora�Bernsteina (� przypomnie¢ sobie to twierdzenie).
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Z Twierdzenia 2.62 wynika, »e wymiar klasy�kuje przestrzenie Hilberta z dokªadno±ci¡ do
izomor�zmu:

Wniosek 2.67. Dwie przestrzenie Hilberta H i K s¡ izomor�czne wtedy i tylko wtedy, gdy
dim(H) = dim(K).

2.4 Operatory sprz¦»one

W tym podrodziale omówimy operacj¦ sprz¦»enia operatorowego, która w teorii operatorów peªni
rol¦ tak samo wa»n¡ (o ile nie wa»niejsz¡) jak sprz¦»enie zespolone w analizie zespolonej. De facto
sprz¦»enie operatorów jest operacj¡ uogólniaj¡c¡ sprz¦»enia liczb zespolonych, a tak»e sprz¦»enie
macierzy:

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 . . . amn

 =⇒ A∗ =


a11 a21 . . . am1

a12 a22 . . . am2
...

...
. . .

...
a1n a2n . . . anm

 .

Dla ogólnych operatorów na (niesko«czenie wymiarowych) przestrzeniach Hilberta operacj¦ sprze-
»enia de�niuje si¦ za pomoc¡ iloczynu skalarnego. Mówi si¦, »e operatory T i T ∗ s¡ ze sob¡
sprz¦»one je»eli dla wszystkich wektorów x i y zachodzi równo±¢

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉.

Istnienie operatora sprz¦»onego T ∗ do dowolnego operatora ograniczonego T wynika z wa»nego
twierdzenia o postaci funkcjonaªów ograniczonych na przestrzeni Hilberta, od którego zaczniemy.

Przypomnijmy, »e przestrze« sprz¦»ona (dualna) do przestrzeni unormowanej H jest to prze-
strze« Banacha H∗ skªadaj¡ca si¦ z funkcjonaªów liniowych i ograniczonych ϕ : H → F = C,R
wyposa»ona w norm¦ operatorow¡ (De�nicja 1.74). Jedn¡ z charakterystycznych wªasno±ci wy-
ró»niaj¡cych przestrzenie Hilberta po±ród przestrzeni Banacha jest to, »e

przestrze« sprz¦»ona do przestrzeni Hilberta jest izometrycznie izomor�czna z wyj-
±ciow¡ przestrzeni¡ (w przypadku zespolonym antyliniowo izomor�czna).

Mianowicie, w 1907 roku Frigyes Riesz i Maurice Fréchet niezale»nie wykazali, »e ka»dy ograni-
czony funkcjonaª liniowy na przestrzeni Hilberta jest zadany przez iloczyn skalarny z pewnym
ustalonym wektorem. Fakt ten jest czasem nazywany twierdzeniem o reprezentacji funkcjonaªu
liniowego na przestrzeni Hilberta:

Twierdzenie 2.68 (Riesz-Fréchet). Niech H przestrze« Hilberta oraz f : H → F odwzorowanie.

f ∈ H∗ ⇐⇒ ∃!y∈H f(x) = 〈x, y〉 dla ka»dego x ∈ H.

Ponadto, wtedy ‖f‖ = ‖y‖. W szczególno±ci, przyporz¡dkowanie H 3 y 7−→ 〈·, y〉 ∈ H∗ jest

izometrycznym izomor�mem antyliniowym: H
anty∼= H∗.

Dowód. Je±li f(x) = 〈x, y〉, x ∈ H, dla pewnego y ∈ H, to jak wykazali±my w dowodzie Stwier-
dzenia 2.24, f ∈ H∗ oraz ‖f‖ = ‖y‖. Zatem odwozorowanieH 3 y 7−→ 〈·, y〉 ∈ H∗ jest poprawnie
okre±lon¡ izometri¡. Antyliniowo±¢ tego odwzorowania wynika natychmiast z antyliniowo±ci ilo-
czynu skalarnego ze wzgl¦du na drug¡ wspóªrz¦dn¡, patrz Uwaga 2.3. Zatem aby wykaza¢, »e
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jest to izomor�zm wystarczy pokaza¢ jego surjektywno±¢, tzn. »e ka»dy element H∗ jest zadany
przez iloczyn skalarny.

Zaªó»my, »e f ∈ H∗ dowolny. Wtedy M := ker f = f−1(0) jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡
liniow¡ H. Je±li M = H to f ≡ 0 i wtedy f(x) = 〈x, y〉, x ∈ H, dla y = 0. Zaªó»my zatem,
»e M 6= H. Wtedy {0} 6= M⊥ ⊆ H jest niezerow¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ (Stwierdzenie 2.24
i Wniosek 2.36). Co wi¦cej twierdzimy, »e dim(M⊥) = 1. Rzeczywi±cie, we¹my dwa niezerowe
wektory y1, y2 ∈M⊥. Wtedy f(y1), f(y2) 6= 0, wi¦c mo»emy zde�niowa¢ np. λ := f(y2)

f(y1)
∈ F. St¡d

f(λy1 − y2) = λf(y1)− f(y2) = f(y2)− f(y2) = 0.

Czyli λy1−y2 ∈ ker f = M . Ale z drugiej strony λy1−y2 ∈M⊥, boM⊥ jest przestrzeni¡ liniow¡
i y1, y2 ∈M⊥. Zatem y2 = λy1, bo M ∩M⊥ = {0}. St¡d dim(M⊥) = 1.

We¹my wi¦c dowolny y0 ∈ M⊥ taki, »e ‖y0‖ = 1. Wtedy M⊥ = {λy0 : λ ∈ F}. Zatem rzut
x ∈ H na M⊥ jest dany wzorem PM⊥x = 〈x, y0〉y0, patrz Przykªad 2.29. St¡d dla x ∈ H mamy

f(x) = f(PMx+ PM⊥x) = f(PMx) + f(PM⊥x) = 0 + f(〈x, y0〉y0) = 〈x, y0〉f(y0) = 〈x, f(y0)y0〉.

Czyli kªad¡c y := f(y0)y0 mamy f(x) = 〈x, y〉, x ∈ H.

Uwaga 2.69. Z Twierdzenia 2.68 wynika, »e przestrze« dualna H∗ do przestrzeni Hilberta
H jest przestrzeni¡ Hilberta z iloczynem skalarnym danym wzorem 〈f1, f2〉 := 〈y2, y1〉 gdzie
fi(x) = 〈x, yi〉 dla x ∈ H, i = 1, 2.

Wniosek 2.70. Niech (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡. Ka»dy ograniczony funkcjonaª liniowy f :
L2(µ)→ F jest postaci

f(x) =

∫
Ω

x(t)y(t) dµ, x ∈ L2(µ),

gdzie y ∈ L2(µ). Ponadto wtedy ‖f‖ =
(∫

Ω
|y(t)|2 dµ

) 1
2 = ‖y‖2.

Uwaga 2.71. Powy»sze twierdzenie i wniosek, oprócz znaczenia teoretycznego, s¡ bardzo prak-
tyczne przy obliczaniu normy funkcjonaªów liniowych na przestrzeniach Hilberta. Na przykªad,
je±li f(x) =

∫ b
a
x(t) sin t dt+ i

∫ b
a
x(t) cos t dt jest funkcjonaªem okre±lonym na przestrzeni L2[a, b],

to jego norma wynosi ‖f‖ =
(∫ b

a
| sin t+ i cos t|2 dµ

) 1
2

=
(∫ b

a
1 dµ

) 1
2

=
√
b− a.

Twierdzenie 2.68 implikuje istnienie i jednoznaczno±¢ operatora sprz¦»onego do dowolnego
operatora ograniczonego:

Twierdzenie 2.72. Je±li T : H → K jest ograniczonym operatorem liniowym mi¦dzy dwoma
przestrzeniami Hilberta H i K, to istnieje dokªadanie jeden jedna funkcja T ∗ : K → H taka, »e

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉, dla x ∈ H, y ∈ K. (2.5)

Ponadto, T ∗ jest ograniczonym operatorem liniowym oraz ‖T ∗‖ = ‖T‖ i (T ∗)∗ = T .

Dowód. Dla ustalonego y ∈ K funkcja f(x) := 〈Tx, y〉, x ∈ H, jest ograniczonym funkcjona-
ªem liniowym na H (bo jest zªo»eniem ograniczonego operatora liniowego T oraz ograniczonego
funkcjonaªu liniowego 〈·, y〉). W szczególno±ci, dla x ∈ H,

|f(x)| = |〈Tx, y〉| ≤ ‖Tx‖ · ‖y‖ ≤ ‖T‖ · ‖y‖ · ‖x‖,

sk¡d ‖f‖ ≤ ‖T‖ · ‖y‖. Zatem na mocy Twierdzenia 2.68 istnieje dokªadnie jeden wektor w
H, oznaczmy go przez T ∗y, taki, »e f(x) = 〈x, T ∗y〉, x ∈ H, i wtedy ‖T ∗y‖ ≤ ‖T‖ · ‖y‖.
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Czyli 〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉, x ∈ H. To dowodzi istnienia i jednoznaczno±ci funkcji T ∗ : K → H
speªniaj¡cej (2.5). Jest to funkcja liniowa, bo dla y1, y2 ∈ K, λ ∈ F oraz dowolnego x ∈ H mamy

〈x, T ∗(λy1 + y2)〉 = 〈Tx, λy1 + y2〉 = λ〈Tx, y1〉+ 〈Tx, y2〉 = λ〈x, T ∗y1〉+ 〈x, T ∗y2〉
= 〈x, λT ∗y1〉+ 〈x, T ∗y2〉 = 〈x, λT ∗y1 + T ∗y2〉,

sk¡d T ∗(λy1+y2) = λT ∗y1+T ∗y2. Z otrzymanej wcze±niej nierówno±ci ‖T ∗y‖ ≤ ‖T‖·‖y‖ wynika,
»e ‖T ∗‖ ≤ ‖T‖. �eby wykaza¢ nierówno±¢ przeciwn¡ zauwa»my, »e sytuacja jest symetryczna i
mo»emy zamieni¢ T i T ∗ rolami. To znaczy,

〈T ∗x, y〉 = 〈y, T ∗x〉 = 〈Ty, x〉 = 〈x, Ty〉, x ∈ K, y ∈ H,

sk¡d wynika, »e (T ∗)∗ = T i w szczególno±ci ‖T‖ = ‖(T ∗)∗‖ ≤ ‖T ∗‖.

De�nicja 2.73. Niech H, K przestrzenie Hilberta oraz T : H → K operatora ograniczonego.
Operator T ∗ : K → H speªniaj¡cy (2.5) nazywamy operatorem sprz¦»onym do T .

Przykªad 2.74 (Macierze). Je±liH = Fn iK = Fm sko«czenie wymiarowe przestrzenie Hilberta,
to ka»dy operator liniowy z H do K mo»na uto»sami¢ z macierz¡ A = [ai,j]

m,n
i=1,j=1. Wtedy

〈Ax, y〉 =
m∑
i=1

(
Ax
)
(i)y(i) =

m∑
i=1

(
n∑
j=1

ai,jx(j)

)
y(i) =

n∑
j=1

x(j)
m∑
i=1

ai,jy(i) =
〈
x, [aj,i]

m,n
i=1,j=1 y

〉
dla dowolnych x ∈ H i y ∈ K. St¡d A∗ = [aj,i]

m,n
i=1,j=1, tzn. sprz¦»enie operatorowe mo»emy w

tym wypadku uto»sami¢ ze sprz¦»eniem macierzowym.

Powy»szy przykªad mo»na uogólni¢ w kontek±cie operatorów z j¡drem caªkowym:

Przykªad 2.75 (Operatory z j¡drem caªkowym). Niech H = L2(µ), gdzie (Ω,Σ, µ) dowolna
przestrze« z miar¡. Dla uproszeczenia rozwa»my operator T : H → H dziaªaj¡cy na tej sa-
mej przestrzeni Hilberta. Powiemy, »e operator T posiada j¡dro caªkowe je»eli istnieje funkcja
mierzalna dwóch zmiennych K : Ω× Ω→ F taka, »e zachodzi wzór

(Tx)(s) =

∫
Ω

K(s, t)x(t) dµ(t), x ∈ L2(Ω,Σ, µ), s ∈ Ω.

Zauwa»my, »e ka»da funkcja caªkowalna w kwadracie K ∈ L2(Ω× Ω,Σ⊗ Σ, µ⊗ µ) jest j¡drem
caªkowym operatora ograniczonego, gdy»

‖Tx‖2
2 =

∫
Ω

∣∣∣∣∫
Ω

K(s, t)x(t) dµ

∣∣∣∣2 dµ N. Schwartza
≤

∫
Ω

∣∣∣∣∣
(∫

Ω

|K(s, t)|2 dµ
) 1

2
(∫

Ω

|x(t)|2 dµ
) 1

2

∣∣∣∣∣
2

dµ

=

∫
Ω

∫
Ω

|K(s, t)|2 dµ · ‖x‖2 dµ = ‖K‖2 · ‖x‖2,

sk¡d ‖T‖ ≤ ‖K‖2. Je»eli K jest j¡drem caªkowym operatora T , to stosuj¡c twierdzenie Fubiniego
(zmian¦ kolejno±ci caªkowania) otrzymujemy

〈Tx, y〉 =

∫
Ω

(∫
Ω

K(s, t)x(t) dµ(t)

)
y(s) dµ(s) =

∫
Ω

∫
Ω

K(s, t)x(t) · y(s) dµ(s)dµ(t)

=

∫
Ω

x(t)

(∫
Ω

K(s, t)y(s) dµ(s)

)
dµ(t) =

∫
Ω

x(t)

∫
Ω

K(s, t)y(s) dµ(s) dµ(t)

= 〈x, T ∗y〉.
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St¡d operator sprz¦»ony jest dany wzorem

(T ∗x)(s) =

∫
Ω

K(t, s)x(t) dµ, x ∈ L2(Ω,Σ, µ), s ∈ Ω.

Czyli T posiada j¡dro caªkowe K(s, t) ⇐⇒ T ∗ posiada j¡dro caªkowe K(t, s). Oczywi±cie, je±li
Ω = {1, ..., n} zbiór sko«czony (i µ to miara licz¡ca), to j¡dro caªkowe K : Ω× Ω→ F mo»emy
uto»sami¢ z macierz¡ [K(i, j)]ni,j=1.

Przykªad 2.76 (Operatory mno»enia). Niech H = L2(µ), gdzie (Ω,Σ, µ) dowolna przestrze« z
miar¡. Dla dowolnej funkcji istotnie ograniczonej a ∈ L∞(µ). Wzór

(Max)(t) = a(t)x(t), x ∈ L2(µ), t ∈ Ω,

de�niuje operator mno»enie przez funkcj¦ a, por. Przykªad 1.62. Prosty rachunek pokazuje, »e
(Ma)

∗ = Ma tzn. operator sprz¦»ony od operatora mno»enia przez funkcj¦ a(t) jest operatorem
mno»enia przez funkcj¦ a(t) (� przeliczy¢).

Z ostatniej linijki Twierdzenia 2.72 wynika, »e sprz¦»enie operatorowe ∗ : B(H,K) →
B(K,H) jest odwracaln¡ izometri¡. Izometria ta jest antyliniowa i antymultiplikatywna:

Stwierdzenie 2.77. Operacja sprz¦»enia operatorowego posiada nast¦puj¡ce wªasno±ci:

a) jest inwolucj¡: (T ∗)∗ = T dla dowolnego B(H,K);

b) jest antyliniowa: (αT + βS)∗ = αT ∗ + βS∗, gdzie T, S ∈ B(H,K), α, β ∈ F;

c) jest antymultiplikatywna: (ST )∗ = T ∗S∗. gdzie T ∈ B(H,K) i S ∈ B(K,L);

d) speªnia tzw. C∗-równo±¢: ‖T‖2 = ‖T ∗T‖ dla dowolnego T ∈ B(H,K).

Dowód. Wªasno±¢ a) wykazali±my w Twierdzeniu 2.72. Dowód wªasno±ci b) i c) jest bardzo
ªatwym i dobrym ¢wiczeniem (� sprawdzi¢). By wykaza¢ d) zauwa»my, »e dla h ∈ H, ‖h‖ ≤ 1,

‖Th‖2 = 〈Th, Th〉 = 〈h, T ∗Th〉
N. Schwartza
≤ ‖h‖‖T ∗Th‖ ≤ ‖T ∗T‖

St¡d ‖T‖2 ≤ ‖T ∗T‖. Nierówno±¢ w drug¡ stron¦ wynika st¡d, »e ∗ jest izometri¡, patrz Twier-
dzeniu 2.72, gdy» st¡d ‖T ∗T‖ ≤ ‖T ∗‖ · ‖T‖ = ‖T‖2.

Powy»sze stwierdzenie w zastosowaniu do B(H) = B(H,H) mówi, »e przestrze« wszystkich
operatorów ograniczonych na przestrzeni Hilberta wraz z mno»eniem jako skªadaniem operatorów
i operacj¡ sprz¦»enia operatorowego jest C∗-algebr¡ (»eby zda¢ egzamin nie trzeba wiedzie¢, co to
jest C∗-algebra, ale dobrze wiedzie¢, »e teoria takich algebr jest dziedzin¡, w której specjalizuje si¦
egazminator). W szczególno±ci, za pomoc¡ operacji sprze»¦nia mo»na zde�niowa¢ wiele wa»nych
klas operatorów w B(H). Poni»sza tabela zawiera przykªady takich klas:

Relacje Nazwa operatora
T = T ∗ samosprz¦»ony

TT ∗ = T ∗T normalny
P 2 = P , P = P ∗ rzut ortogonalny

U∗U = 1 izometria
U∗U = UU∗ = 1 unitarny
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Dwa pierwsze rz¦dy mo»na traktowa¢ jako de�nicje. Charakteryzacj¦ rzutów ortogonalnych wy-
kazali±my w Twierdzeniu 2.41. W dwóch ostatnich charakteryzacjach 1 ∈ B(H) jest operatorem
identyczno±ciowym na H. Wynikaj¡ one z Lematu 2.61:

Stwierdzenie 2.78. Operator U ∈ B(H) jest izometri¡ wtedy i tylko wtedy, gdy U∗U = 1. W
szczególno±ci, U jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy UU∗ = UU∗ = 1.

Dowód. Korzystaj¡c Lematu 2.61 mamy

U izometria
2.61⇐⇒ ∀x,y∈H 〈Ux, Uy〉 = 〈x, y〉 ⇐⇒ ∀x,y∈H 〈x, U∗Uy〉 = 〈x, y〉 ⇐⇒ U∗U = 1.

Zatem je±li U∗U = UU∗ = 1, to U odwracalna izometria, gdzie U∗ = U−1, a wi¦c U unitarny.
Na odwrót, je±li U initarny, to U∗U = 1, bo izometria, i st¡d U−1 = 1U−1 = U∗UU−1 = U∗,
czyli U∗U = UU∗ = 1.

Je±li dim(H) = n <∞, to ka»dy operator U ∈ B(H) injektywny jest automatycznie odwra-
calny, bo dim(kerU) + dim(ImU) = dim(H). W szczególno±ci, ka»da izometria na przestrzeni
sko«czenie wymiarowej jest automatycznie operatorem unitarnym. W przestrzeniach niesko«cze-
nie wymiarowych nieodwracalne izometrie istniej¡.
Jest to mo»liwe na mocy paradoksu Hotelu Hilberta:

�Je±li w hotelu jest niesko«czona liczba pokoi, to
nawet gdy wszystkie pokoje s¡ zaj¦te, a przychodzi
do nas kolejny klient, to mo»emy go zakwaterowa¢,
przesuwaj¡c pozostaªych, ka»dego o jeden pokój do
góry.�

Na przestrzeni Hilberta `2, odpowiednikiem powy»-
szej procedury przekwaterowywania go±ci, jest tzw.
jednostronny operator przesuni¦cia:

Przykªad 2.79 (Operator przesuni¦cia). Klasycznym operatorem jednostronnego przesuni¦cia
nazywamy operator U : `2 → `2 dany wzorem

U(x(1), x(2), x(3), . . . ) := (0, x(1), x(2), x(3), . . . ).

Oczywistym jest, »e U jest nieodwracaln¡ izometri¡, bo ‖Ux‖2 = |x(1)|2 + |x(2)|2 + · · · = ‖x‖ i
ImU = {x ∈ `2 : x(1) = 0} 6= H. Operator do niego sprz¦»ony jest postaci (� sprawdzi¢)

U∗(x(1), x(2), x(3), . . . ) = (x(2), x(3), . . . ),

a wi¦c ma nietrywialne j¡dro kerU∗ = {x ∈ `2 : x = (x(1), 0, 0, . . . )}. W szczególno±ci, U nie
jest operatorem unitarnym i mamy

U∗U = 1, UU∗ = PImU = 1− PkerU∗ 6= 1.

Uwaga 2.80. Powy»szy przykªad jest szczególnym przypadkiem nast¦puj¡cej sytuacji. Niech
(Ω,Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ i niech ϕ : ∆ → Ω b¦dzie odwzorowaniem mierzalnym
zde�niowanym na mierzalnym podzbiorze ∆ ⊆ Ω. Mo»na pokaza¢, »e operator kompozycji z
takim cz¦±ciowym odwzorowaniem:

(Tϕx)(t) =

{
x(ϕ(t)), t ∈ ∆

0, t 6∈ ∆
, t ∈ Ω,
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jest poprawnie okre±lon¡ izometri¡ na H := L2(µ) wtedy i tylko wtedy, gdy ϕ zachowuje miar¦
µ, tzn. µ(ϕ−1(A)) = µ(A) dla ka»dego A ∈ Σ. W szczególno±ci, je±li Ω = N, µ to miara licz¡ca,
∆ = {2, 3, ...} oraz ϕ(n) = n − 1 dla n ≥ 2, to Tϕ = U jest jednostronnym przesuni¦ciem.
Ponadto, operator mno»enia Ma przez funkcj¦ a ∈ L∞(µ), patrz Przykªad 2.76, jest izometri¡
wtedy i tylko wtedy, gdy jest operatorem unitarnym (boMa jest operatorem normalnym) wtedy i
tylko wtedy, gdy |a(t)| = 1 µ-prawie wsz¦dzie (� wyja±ni¢ szczegóªy). Jako »e zªo»enie izometrii
jest izometri¡, to otrzymujemy, »e wa»óny operator kompozycji

(Ux)(t) := [(MaTϕ)x](t) =

{
a(t)x(ϕ(t)), t ∈ ∆

0, t 6∈ ∆
, t ∈ Ω,

jest izomerti¡ na L2(Ω,Σ, µ) dla dowolnego cz¦±ciowego odwzorowania ϕ : ∆→ Ω zachowuj¡cego
miar¦ µ oraz mierzalnej funkcji (wagi) a : ∆ → {z ∈ F : |z| = 1}. Nietrudno zauwa»y¢, »e
powy»szy wzór na U de�niuje izometri¦ na wszystkich przestrzeniach Lp(µ), p ≥ 1. Twierdzenie
Banacha-Lamperti mówi, »e ka»da izometria na przestrzeni Lp(µ) dla p 6= 2 jest tej postaci.

Na powy»szym przykªadzie mo»na zaobserwowa¢ dwa ogólne fakty. Po pierwsze dla ka»dej
izometri U ∈ B(H) operator UU∗ jest rzutem ortogonalnym na obraz U (� udowodni¢). Po
drugie j¡dro operatora sprz¦»onego jest dopeªnieniem ortogonalnym wyj±ciowego operatora.

Lemat 2.81. Je±li U ∈ B(H) izometria, to UU∗ = PImU , tzn. UU
∗ jest rzutem ortogonalnym

na obraz operatora U .

Dowód. Operator UU∗ jest samosprz¦»ony, bo (UU∗)∗ = (U∗)∗U∗ = U∗U , i jest idempotentem,
bo (UU∗)2 = U(U∗U)U∗ = UU∗. Zatem, na mocy Twierdzenia 2.41, UU∗ jest rzutem ortogonal-
nym na swój obraz. Oczywiste jest, »e ImUU∗ ⊆ ImU . Inkluzja w drug¡ stron¦ wynika z relacji
U = U1 = U(U∗U) = (UU∗)U , która oznacza, »e rzut UU∗ jest identyczno±ci¡ na ImU .

Stwierdzenie 2.82. Dla dowolnego operatora T ∈ B(H) mamy (ImT )⊥ = kerT ∗.

Dowód. Je±li x ∈ kerT ∗, to dla dowolnego y ∈ H mamy 〈x, Ty〉 = 〈T ∗x, y〉 = 〈0, y〉 = 0. St¡d
kerT ∗ ⊆ (ImT )⊥. Z drugiej strony je±li x ⊥ ImT , to ‖T ∗x‖2 = 〈T ∗x, T ∗x〉 = 〈x, T (T ∗x)〉 = 0,
czyli x ∈ kerT ∗. St¡d (ImT )⊥ ⊆ kerT ∗.

Na koniec powiedzmy par¦ sªów o operatorach normalnych. Peªni¡ one wa»n¡ rol¦ mimo,
i» zdecydowana wi¦kszo±¢ operatorów jest �nienormalna�. Operatory normalne posiadaj¡ bar-
dzo dobre wªasno±ci spektralne (o czym jeszcze mam nadziej¦ pomówi¢ pod koniec niniejszego
wykªadu). Na przykªad, z algebry liniowej powinni±my pami¦ta¢, »e macierz zespolona A jest
normalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest diagonalizowalna, tzn. jest postaci A = UDU∗, gdzie
U to operator unitarny, a D to macierz diagonalna. Oczywi±cie, ka»dy operator samosprz¦»ony
jest normalny, a izometria jest operatorem unitarnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest normalna.
W szczególno±ci jednostronne przesuni¦cie (Przykªad 2.79) nie jest operatorem normalnym.

Przykªad 2.83 (Operatory mno»enia jako operatory normalne). Modelowymi operatorami nor-
malnymi s¡ operatory mno»eniaMa, a ∈ L∞(µ), z Przykªadu 2.76 (twierdzenie spektralne mówi,
»e z dokªadno±ci¡ do sprz¦»enia operatorem unitarnym ka»dy operator normalny jest tej postaci).
Rzeczywi±cie, wprost z de�nicji operatorów mno»enia wynika, »e zachodzi wzór MaMb = Mab,
dla a, b ∈ L∞(µ), wi¦c skoro M∗

a = Ma, to

M∗
aMa = Maa = Maa = MaM

∗
a ,

bo mno»enie funkcji jest przemienne. Podobnie otrzymujemy, »e

Ma samosprz¦»ony ⇐⇒ a
µ-p.w
= a ⇐⇒ a(t) ∈ R µ-prawie wsz¦dzie,
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Ma unitarny ⇐⇒ |a|2 µ-p.w
= 1 ⇐⇒ a(t) ∈ S1 µ-prawie wsz¦dzie,

Ma rzut ortogonalny ⇐⇒ a2 µ-p.w
= a

µ-p.w
= a ⇐⇒ a(t) ∈ {0, 1} µ-prawie wsz¦dzie.

W szczególno±ci ostatnia równowa»no±¢ mówi, »e operator mno»enia Ma jest rzutem wtedy i
tylko wtedy, gdy a = 1A jest funkcj¡ charakterystyczn¡ pewnego zbioru mierzalnego A ∈ Σ.

2.5 Zadania

Zad 2.1. Korzystaj¡c ze wzoru z Stwierdzenia 2.48 pokaza¢, »e rzut ortogonalny wektora na
podprzestrze« sko«czenie wymiarow¡ istnieje w dowolnej przestrzeni unitarnej (niekonieczenie
zupeªnej).

Zad 2.2. Pokaza¢, »e w Twierdzeniu 2.55 zupeªno±¢ przestrzeni Hilberta jest kluczowa. To znaczy
pokaza¢, »e w dowolnej przestrzeni unitarnej (niekoniecznie zupeªnej) mo»na zde�niowa¢ bazy
ortonormalne jak w De�nicji 2.52 i wykaza¢ ich istnienie jak w Stwierdzeniu 2.54, ale na ogóª
mo»e wtedy istnie¢ wektor, którego nie da si¦ przedstawi¢ w postaci szeregu elementów bazowych
(Hint: Rozwa»y¢ przestrze« z przykªadu 2.25 i baz¦ ortonormaln¡ podprzestrzeni M).

Zad 2.3. Niech H zespolona przestrze« Hilberta. Operator T ∈ B(H) jest samosprz¦»ony wtedy
i tylko wtedy, gdy 〈Th, h〉 ∈ R dla ka»dego h ∈ H.

Zad 2.4. Pokaza¢, »e je±li T ∈ B(H) jest samosprz¦»ony (T ∗ = T ), to ‖T‖ = sup
‖h‖=1

|〈Th, h〉|.

Zad 2.5. Wykaza¢, »e operator T ∈ B(H) jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy ‖Th‖ = ‖T ∗h‖
dla ka»dego h ∈ H.
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Rozdziaª 3

Trzy zasady analizy funkcjonalnej

W tym rozdziale omówimy trzy podstawowe (najwa»niejsze) twierdzenia analizy funcjonalnej:

• Twierdzenie Hahna-Banacha (o przedªu»aniu funkcjonaªów),

• Twierdzenie Banacha-Steinhausa (o jednostajnej ograniczono±ci),

• Twierdzenie Banacha o przeksztaªeceniu otwartym,

oraz pewne ich zastosowania. W szczególno±ci omówimy tu przykªady przestrzeni dualnych.

3.1 Twierdzenie Hahna-Banacha

Jak ju» zostaªo wspomninane, kluczowym narz¦dziem i obiektem bada« analizy funkcjonalnej
(od którego wzi¦ªa si¦ nazwa tej dziedziny) s¡ funkcjonaªy liniowe. W latach 20. XX wieku Hans
Hahn i Stefan Banach udowodnili twierdzenie, które mówi, »e ograniczone funkcjonaªy liniowe
okre±lone na podprzestrzeni zawsze mo»na przedªu»y¢ na caª¡ przestrze« bez zwi¦kszania normy.
Twierdzenie to pozwala konstruowa¢ ograniczone funkcjonaªy liniowe o ró»nych wªasno±ciach, a
w szczególno±ci pokazuje, »e takich funkcjonaªów na ka»dej przestrzeni unormowanej jest �bardzo
du»o�.

Zacznijmy od prostego lematu, za pomoc¡ którego analiz¦ funkcjonaªów zespolonych b¦-
dziemy mogli sprowadzi¢ do analizy funkcjonaªów rzeczywistych.

Lemat 3.1. Niech X b¦dzie zespolon¡ przestrzeni¡ unormowan¡. Wtedy

f : X → C funkcjonaª C-liniowy ⇐⇒ ∃
u:X→R funkcjonaª R-liniowy

∀
x∈X

f(x) = u(x) + iu(−ix).

Ponadto, f jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy u = Re f jest ograniczony i wtedy ‖f‖ = ‖u‖.

Dowód. �=⇒�: Je±li funkcjonaª f : X → C jest C-liniowy, to kªad¡c u := Re f otrzymujemy
funkcjonaª R-liniowy u : X → R oraz

Im f(x) = Im i(−i)f(x) = Im if(−ix) = Re f(−ix) = u(−ix).

Zatem f(x) = Re f(x) + i Im f(x) = u(x) + iu(−ix). Ponadto,

‖u‖ = sup
‖x‖=1

|u(x)| = sup
‖x‖=1

|Re f(x)| ≤ sup
‖x‖=1

|f(x)| = ‖f‖.

Czyli je±li f jest ograniczony, to u jest ograniczony oraz ‖u‖ ≤ ‖f‖.
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�⇐=�: Niech u : X → R funkcjonaª R-liniowy. Jasne jest, »e wzór f(x) := u(x) + iu(−ix),
x ∈ X, de�niuje funkcjonaª f : X → C, który jest R-liniowy. Co wi¦cej

f(ix) = u(ix) + iu(−i2x) = u(ix) + iu(x) = i
(
− iu(ix) + u(x)

)
= i
(
u(x) + iu(−ix)

)
= if(x).

St¡d f jest C-liniowy, bo je±li z = a+ ib, gdzie a, b ∈ R, to

f(zx) = f(ax+ ibx) = f(ax) + f(ibx) = af(x) + ibf(x) = zf(x).

Aby oszacowa¢ ‖f‖ we¹my dowolny x ∈ X, ‖x‖ = 1 oraz niech λ ∈ C b¦dzie taka, »e λf(x) =
|f(x)|. Wtedy albo f(x) = 0 albo |λ| = 1 i st¡d

|f(x)| = λf(x) = f(λx) = Re f(λx) = u(λx) ≤ ‖u‖.

Czyli je±li u jest ograniczony, to f jest ograniczony i ‖f‖ ≤ ‖u‖.

Twierdzenie Hahna-Banacha udowodnimy za pomoc¡ ogólniejszego lematu Banacha, który
mówi o przedªu»aniu funkcjonaªów R-liniowych dominowanych przez tzw. funkcjonaª Banacha:

De�nicja 3.2. Niech X przestrze« liniowa nad R. Funkcjonaªem Banacha nazywamy funkcj¦
p : X → R tak¡, »e

(1) ∀x,y∈X p(x+ y) ≤ p(x) + p(y), (nierówno±¢ trójk¡ta)

(2) ∀x∈X ∀t>0 p(tx) = tp(x). (dodatnia jednorodno±¢)

Prototypowymi przykªadami funkcjonaªów Banacha, s¡ funkcjonaªy liniowe oraz (póª)normy.

Twierdzenie 3.3 (Lemat Banacha). Niech X0 ⊆ X podprzestrze« liniowa przestrzeni liniowej
X i p : X → R funkcjonaª Banacha. Ka»dy funkcjonaª liniowy f0 : X0 → R majoryzowany przez
p przedªu»a si¦ do funkcjonaªu liniowego f : X → R majoryzowanego przez p. Tzn.

X0 ⊆ X podprzestrze« liniowa
f0 : X0 → R funkcjonaª liniowy
p : X → R funkcjonaª Banacha
∀x∈X0 f0(x) ≤ p(x)

 =⇒
(

istnieje funkcjonaª liniowy f : X → R
f |X0 = f0 oraz ∀x∈X f(x) ≤ p(x)

)

Dowód. Dowód skªada si¦ z dwóch kroków. Najpierw zastosujemy Lemat Kuratowskiego-Zorna,
»eby wykaza¢, »e istnieje maksymalne rozszerzenie f majoryzowane przez p. Nast¦pnie poka»emy,
»e to maksymalne rozszerzenie jest de facto okre±lone na caªej przestrzeni X.

1) Niech Φ b¦dzie zbiorem wszystkich liniowych przedªu»e« dominowanych przez p, tzn.

Φ :=
{

(ϕ,Xϕ) : Xϕ podprzestrze« liniowa zawieraj¡ca X0, ϕ : Xϕ → R funkcjonaª liniowy

taki, »e ϕ|X0 = f0 oraz ϕ ≤ p|Xϕ
}
.

Na Φ wprowad¹my relacj¦ cz¦±ciowego porz¡dku, gdzie funkcjonaª ϕ2 jest �wi¦kszy� ni» funkcjo-
naª ϕ1 je»eli jest jego rozszerzeniem. Tzn.

(ϕ1, Xϕ1) ≺ (ϕ2, Xϕ2)
def⇐⇒ Xϕ1 ⊆ Xϕ2 oraz ϕ2|Xϕ1 = ϕ1.

Nietrudno si¦ przekona¢, »e ka»dy ªa«cuch {(ϕi, Xi)}i∈I (tzn. zbiór liniowo uporz¡dkowany) ma
ograniczenie górne (ϕ,Xϕ), gdzie Xϕ :=

⋃
i∈I Xϕi oraz ϕ(x) := ϕi(x), gdy x ∈ Xϕi . Zatem na

mocy Lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny (ϕm, Xϕm) w Φ.
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2) Teraz wyka»emy, »e Xϕm = X i tym samym zako«czymy dowód kªad¡c f = ϕm. Zaªó»my
nie wprost, »e istnieje x0 ∈ X \Xϕm . Poªó»my

X1 := lin{Xϕm , x0} = {y + λx0 : y ∈ Xϕm , λ ∈ R}.

Wtedy dla dowolnego u ∈ R wzór

ϕ1(y + λx0) := ϕm(y) + λu, y ∈ Xϕm , λ ∈ R,

de�niuje funkcjonaª liniowy ϕ1 : X1 → R, który przedªu»a ϕm. Aby uzyska¢ sprzeczno±¢ z
maksymalno±ci¡ ϕm musimy dobra¢ u ∈ R tak, aby ϕ1(x) ≤ p(x) dla x ∈ X1. W tym celu
zauwa»my, »e

ϕ1(x) ≤ p(x) ⇐⇒ ∀
y∈Xϕm
λ∈R

ϕm(y) + λu ≤ p(y + λx0) ⇐⇒ ∀
y∈Xϕm
λ>0

{
u ≤ 1

λ
(p(y + λx0)− ϕm(y))

u ≥ − 1
λ

(p(y − λx0)− ϕm(y))

3.2(2)⇐⇒ ∀
y∈Xϕm
λ>0

{
u ≤ p

(
y
λ

+ x0

)
− ϕm

(
y
λ

)
u ≥ −p

(
y
λ
− x0

)
+ ϕm

(
y
λ

)
⇐⇒

{
u ≤ b := inf{p(y + x0)− ϕm(y) : y ∈ Xϕm}
u ≥ a := sup{−p(y − x0) + ϕm(y) : y ∈ Xϕm}.

Zatem trzeba tylko pokaza¢, »e dla warto±ci zde�niowanych powy»ej mamy a ≤ b, gdy» wtedy
bior¡c dowolne u ∈ [a, b] otrzymamy element (ϕ1, X1) ∈ Φ, który jest rozszerzeniem elementu
maksymalnego (ϕm, Xm) ∈ Φ, czyli otrzymujemy sprzeczno±¢ E. Ale dla dowolnych y1, y2 ∈ Xϕm

mamy

p(y1 + x0)− ϕm(y1)−
(
− p(y2 − x0) + ϕm(y2)

)
= p(y1 + x0) + p(y2 − x0)− ϕm(y1 + y2)

3.2(1)

≥ p(y1 + y2)− ϕm(y1 + y2)

≥ 0 (bo ϕm ≤ p).

St¡d b ≥ a.

Uwaga 3.4. W literaturze pod nazw¡ Twierdzenia Hahna-Banacha mo»na spotka¢ wiele ró»nych
twierdze«. Wszystkie one wynikaj¡ z powy»szego Lematu Banacha. My zastosujemy go tylko do
przedªu»ania ograniczonych funkcjonaªów liniowych. Innymi wa»nymi zastosowaniami, na któ-
rych omówienie tu niestety nie mamy miejsca, s¡ twierdzenia o rozdzielaniu zbiorów wypukªych.
Mianowice korzystaj¡c z Twierdzenia 3.3 mo»na pokaza¢ (� dla ch¦tnych), »e

Ka»de dwa niepuste rozª¡czne wypukªe podzbiory A, B przestrzeni unormowanej X,
takie »e jeden z nich zawiera punkt wewn¦trzny, mo»na rodzieli¢ hiperpªaszczyzn¡.

Hiperpªaszczyzn¡ w R-linowej przestrzeni X nazywamy
ka»dy zbiór postaci H := {x ∈ X : f(x) = α}, gdzie
f : X → R to funkcjonaª liniowy i α ∈ R. Wtedy zbiory
{x ∈ X : f(x) ≤ α} i {x ∈ X : f(x) ≥ α} nazywamy
stronami tej hiperpªaszczyzny. Natomiast zbiory A,B ⊆
X s¡ rozdzielone t¡ hiperpªaszczyzn¡, je±li le»¡ po jej
ró»nych stronach, to znaczy, gdy f(A) ≤ α ≤ f(B) lub
f(B) ≤ α ≤ f(A).

A

B

H
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Twierdzenie 3.5 (Hahn-Banach). Niech X przestrze« unormowana (nad ciaªem F = R,C).
Ka»dy ograniczony funkcjonaª liniowy f0 : X0 → F okre±lony na podprzestrzeni liniowej X0 ⊆ X
przedªu»a si¦ (niejednoznacznie) do ograniczonego funkcjonaªu liniowego f : X → F takiego, »e
‖f‖ = ‖f0‖. Tzn. X prz. unormowana, nad F = R,C

X0 ⊆ X podprzestrze« liniowa
f0 : X0 → F liniowy i ograniczony

 =⇒
(

istnieje funkcjonaª liniowy f : X → F
f |X0 = f0 oraz ‖f‖ = ‖f0‖.

)
Dowód. Rozpatrzmy dwa przypadki, w zale»no±ci od tego czy F = R, czy F = C.

1) Zaªó»my, »e F = R. Poªó»my p(x) := ‖x‖ · ‖f0‖ dla x ∈ X. Wtedy p jest w oczywisty
sposób funkcjonaªem Banacha takim, »e f0 ≤ p na X0 (f0(x) ≤ |f0(x)| ≤ ‖f0‖ · ‖x‖ = p(x)).
Zatem na mocy Lematu Banacha (Twierdzenie 3.3) istnieje funkcjonaª liniowy f : X → R taki,
»e f |X0 = f0 oraz f ≤ p na X. St¡d

‖f‖ = sup
‖x‖=1

|f(x)| ≤ sup
‖x‖=1

p(x) = sup
‖x‖=1

‖x‖ · ‖f0‖ = ‖f0‖.

Czyli f jest ograniczony oraz ‖f‖ ≤ ‖f0‖. Nierówno±¢ w drug¡ stron¦ jest oczywista (bo ‖f0‖ =
sup‖x‖=1,x∈X0

|f0(x)| = sup‖x‖=1,x∈X0
|f(x)| ≤ sup‖x‖=1,x∈X |f(x)| = ‖f‖).

2) Zaªó»my, »e F = C. Na mocy Lematu 3.1 mamy f0(x) = u0(x)+ iu0(−ix), gdzie u0 : X0 →
R jest funkcjonaªem R-liniowym oraz ‖u0‖ = ‖f0‖. Z kroku 1) wiemy, »e u0 przedªu»a si¦ do
funkcjonaªu R-liniowego u : X → R takiego, »e ‖u‖ = ‖u0‖ = ‖f0‖. Zatem korzystaj¡c jeszcze
raz z Lematu 3.1 otrzymujemy, »e wzór

f(x) := u(x) + iu(−ix), x ∈ X

de�niuje C-linowe przedªu»enie f0 oraz ‖f‖ = ‖u‖ = ‖f0‖.

Wniosek 3.6. Dla ka»dego niezerowego wektora x przestrzeni unormowanej X istnieje funk-
cjonaª f ∈ X∗ taki, »e ‖f‖ = 1 oraz f(x) = ‖x‖. W szczególno±ci funkcjonaªy ograniczone
rozdzielaj¡ punkty przestrzeni X, tzn.

∀x,y∈X x 6= y =⇒ ∃f∈X∗ f(x) 6= f(y).

Dowód. Niech x ∈ X \ {0}. Poªó»my X0 := lin{x} i zde�niujmy funkcjonaª liniowy wzorem f0 :
X0 → F wzorem f0(λx) = λ‖x‖, λ ∈ F. Wtedy f0 ∈ X∗0 oraz ‖f0‖ = 1 (bo |f0(λx)| = |λ‖x‖| =
|λ| · ‖x‖ = ‖λx‖). Zatem f0 przedªu»a si¦ do »¡danego funkcjonaªu f na mocy Twierdzenia 3.5.
W szczególno±ci, je±li x 6= y, to x−y 6= 0, a wi¦c istnieje f ∈ X∗ taki, »e f(x−y) = ‖x−y‖ 6= 0,
sk¡d f(x) 6= f(y).

Wniosek 3.7. Ka»da przestrze« unormowana X zanurza si¦ w przestrze« podwójnie sprz¦»on¡
X∗∗ := (X∗)∗. Dokªadniej, odwzorowanie i : X → X∗∗ dane wzorem

i(x)(f) = f(x), x ∈ X, f ∈ X∗,

jest liniow¡ izometri¡.

Dowód. Dla ka»dego x ∈ X funkcjonaª i(x) : X∗ → F jest liniowy, bo

i(x)(λf1 + f2) = (λf1 + f2)(x) = λf1(x) + f2(x) = λi(x)f1 + i(x)f2.

Co wi¦cej,
‖i(x)‖X∗∗ = sup

‖f‖X∗=1

|i(x)(f)| = sup
‖f‖X∗=1

|f(x)| ≤ ‖x‖X .
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Czyli i(x) ∈ X∗∗ jest funkcjonaªem ograniczonym na X∗ oraz ‖i(x)‖X∗∗ ≤ ‖x‖X . Aby wykaza¢
inkluzj¦ przeciwn¡ mo»emy zaªo»y¢, »e x 6= 0. Wtedy na mocy Wniosku 3.6 istnieje f ∈ X∗ taki,
»e ‖f‖X∗ = 1 oraz f(x) = ‖x‖X . Zatem ‖i(x)‖X∗∗ = ‖x‖X , czyli odwzorowanie X 3 x→ i(x) ∈
X∗∗ jest poprawnie okre±lon¡ izometri¡. Ta izometria jest liniowa, bo

i(λx1 + x2)(f) = f(λx1 + x2) = λf(x1) + f(x2) = λi(x1)(f) + i(x2)(f) =
(
λi(x1) + i(x2)

)
(f).

3.2 Przykªady przestrzeni sprz¦»onych. Przestrzenie re�ek-

sywne

Ka»d¡ przestrze« unormowan¡ X mo»emy zanurzy¢ w kanoniczny sposób w jej podwójne sprz¦-
»enie X∗∗ za pomoc¡ izometrii i z Wniosku 3.7. To znaczy uto»samiaj¡c X z i(X) mo»emy
napisa¢ X ⊆ X∗∗. Je±li X = X∗∗, czyli gdy izometria i jest suriekcj¡ (izomor�zmem), to X
nazywamy przestrzeni¡ re�eksywn¡:

De�nicja 3.8. Mówimy, »e X jest przestrzeni¡ re�eksywn¡ je±li i : X → X∗∗ jest izomor�zmem,
czyli gdy ka»dy funkcjonaª na X∗ jest postaci X∗ 3 f 7→ f(x) ∈ F dla pewnego x ∈ X.

Uwaga 3.9. W powy»szej de�nicji istotne jest by X i X∗∗ byªy izomor�czne kanoniczn¡ izo-
metri¦ i(x)(f) = f(x), x ∈ X, f ∈ X∗. W szczególno±ci istniej¡ przestrzenie Banacha X takie,
»e X ∼= X∗∗ mimo, i» i(X) 6= X∗∗ (� dla ch¦tnych, poczyta¢ w internecie o przestrzeniach
James'a). Innymi sªowy, istniej¡ niere�eksywne przestrzenie Banacha, dla których podwójne
sprz¦»enie jest izomor�czne z wyj±ciow¡ przestrzeni¡ (ale nie w sposób kanoniczny).

�adna przestrze« niezupeªna nie mo»e by¢ re�eksywana, gdy» przestrze« dualna jest zawsze
zupeªna (na mocy Twierdzenia 1.73). Re�eksywne przestrzenie Banacha pod pewnymi wzgl¦-
dami s¡ bliskie przestrzeniom Hilberta. Poni»sza tabela przedstawia, najwa»niejsze przykªady
rel�eksywnych i niere�eksywnych przestrzeni Banacha:

Re�eksywne Niere�eksywne
przestrzenie sko«czenie wymiarowe, przestrzenie Hilberta, c0, C[a, b], `1, `∞,
przestrzenie Lp dla 1 < p <∞ L1([a, b]), L∞([a, b])

Przestrzenie sko«czenie wymiarowe i przestrzenie Hilberta s¡ �bardzo re�eksywne�, gdy» dla tych
przestrzeni nie tylko podwójne sprz¦»enie, ale ju» sama przestrze« sprz¦»ona jest izomor�czna z
wyj±ciow¡ przestrzeni¡. Dla przestrzeni sko«czenie wymiarowych jest to dobrze znany fakt z al-
geby liniowej. Dla przestrzeni Hilberta H jest to Twierdzenie Riesza-Frecheta (Twierdzenie 2.68).

Co prawda izomor�zm H
anty∼= H∗ jest antyliniowy, ale zªo»enie dwóch odwzorowa« antyliniowych

jest liniowe. W szczególno±ci H
anty∼= H∗

anty∼= H∗∗ daje H ∼= H∗∗ i jest to kanoniczny izomor�zm.

Twierdzenie 3.10 (Przestrze« dualna do Lp). Niech 1 ≤ p < ∞ i niech (Ω,Σ, µ) b¦dzie prze-
strzeni¡ z miar¡. Je±li p = 1 zakªadamy, »e µ jest σ-sko«czona. Wtedy

Lp(µ)∗ ∼= Lq(µ)

gdzie 1
p

+ 1
q

= 1 (q =∞ gdy p = 1). Dokªadniej, f ∈ Lp(µ)∗ ⇐⇒ istnieje y ∈ Lq(µ) taki, »e

f(x) =

∫
Ω

x · y dµ, x ∈ Lp(µ).

Ponadto wtedy y jest jednoznacznie wyznaczony przez f oraz ‖f‖ = ‖y‖q. To znaczy ‖f‖ =(∫
Ω
|y|q dµ

) 1
q je±li p > 1 oraz ‖f‖ = ess sup|y| je±li p = 1.
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Dowód. Poka»emy tylko, »e Lq(µ) zanurza si¦ izometrycznie w Lp(µ)∗. Niech y ∈ Lq(µ) i poªó»my
f(x) :=

∫
Ω
x · y dµ, x ∈ Lp(µ). Jest to poprawnie okre±lony ograniczony funkcjonaª liniowy

f : Lp(µ)→ F, gdy» z nierówno±ci Höldera dostajemy, »e

|f(x)| =
∣∣∣∣∫

Ω

x · y dµ
∣∣∣∣ ≤ ∫

Ω

|x · y| dµ ≤ ‖x‖p · ‖y‖q.

W szczególno±ci, ‖f‖ ≤ ‖y‖q. Je±li y = 0, to f = 0. Zaªó»my zatem, »e y 6= 0.
Aby pokaza¢, »e ‖f‖ = ‖y‖q zaªó»my najpierw, »e p > 1. Wystarczy znale¹¢ niezerowy

x ∈ Lp(µ) taki, aby powy»sze nierówno±ci byªy równo±ciami. Przypomnijmy, »e w nierwóno±ci
Höldera równo±¢ zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy |x|p i |y|q s¡ liniowo zale»ne, patrz Twierdzenie
1.30. Natomiast, »eby w nierówno±ci

∣∣∫
Ω
x · y dµ

∣∣ ≤ ∫
Ω
|x · y| dµ zachodziªa równo±¢ wystarczy

wzi¡¢ x taki, aby x · y ≥ 0. Bior¡c to wszystko pod uwag¦ poªó»my

x := y|y|q/p−1.

Wtedy |x|p = |y|q, zatem ‖x‖p = ‖y‖q/pq i x ∈ Lp(µ). Ponadto x · y = |y|q/p+1 = |y|q. St¡d

|f(x)| =
∣∣∣∣∫

Ω

x · y dµ
∣∣∣∣ =

∫
Ω

|y|q dµ = ‖y‖qq = ‖x‖p · ‖y‖q.

Zatem ‖f‖ = ‖y‖q. Zaªómy teraz, »e p = 1. Jako »e miara µ jest σ-sko«czona, to dla ka»dego
n ∈ N znajdziemy zbiór mierzalny An ⊆ Ω taki, »e 0 < µ(An) <∞ oraz An ⊆ {t ∈ Ω : |y(t)| >
‖y‖∞ − 1/n}. Skoro ‖y‖∞ > 0, to dla dostatecznie du»ych n ∈ N mamy |y| > 0 na An. Zatem
funkcje

xn := y|y|−1µ(An)−11An

s¡ poprawnie okre±lone. Ponadto, ‖xn‖1 = 1 oraz

|f(xn)| =
∣∣∣∣∫

Ω

xn · y dµ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣µ(An)−1

∫
An

|y| dµ
∣∣∣∣ ≥ ‖y‖∞ − 1/n −→ ‖y‖∞.

St¡d ‖f‖ = ‖y‖∞.
Aby wykaza¢, »e ka»dy funkcjonaª z Lp(µ)∗ jest zadany przez caªk¦ z pewn¡ funkcj¡ z Lq(µ)

nale»y zastosowa¢ Twierdzenie Radona-Nikodyma, albo dla ªadunków, albo dla miar zespolonych,
patrz np. [4, Twierdzenie 6.16].

Wniosek 3.11. Dla ka»dego 1 ≤ p <∞ mamy `p∗ ∼= `q gdzie 1
p

+ 1
q

= 1. Dokªadniej f ∈ `p∗ ⇔
∃y∈`q ∀x∈`p f(x) =

∑∞
k=1 x(k)y(k) oraz wtedy ‖f‖ = ‖y‖q, to znaczy ‖f‖ = (

∑∞
k=1 |y(k)|q)

1
q je±li

p > 1 oraz ‖f‖ = supk∈N |y(k)| je±li p = 1.

Dowód. Zastosowa¢ powy»sze twierdzenie do miary licz¡cej na N.

Wniosek 3.12. Dla ka»dego 1 < p < ∞ oraz ka»dej przestrzeni (Ω,Σ, µ) z miar¡ przestrze«
Lp(µ) jest re�eksywna.

Dowód. Skoro p > 1, to istnieje sko«czone q > 1 takie, »e 1
p

+ 1
q

= 1 (mianowicie q = 1
p−1

).
Stosuj¡c dwukrotnie Twierdzenie 3.10 mamy

Lp(µ)∗∗ = (Lp(µ)∗)∗ ∼= Lq(µ)∗ ∼= Lp(µ).

Zªo»enie tych izomor�zmów daje kanoniczny izomor�zm. Zatem Lp(µ) jest re�eksywna.
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Omówimy teraz przestrze« sprze»on¡ do przestrzeni funkcji ci¡gªych. Kluczowym jest tu
twierdzenie Riesza o reprezentacji funkcjonaªów liniowych dodatnich na przestrzeni funkcji ci¡-
gªych za pomoc¡ miar. W szczególno±ci, w przypadku rzeczywistym przestrzeni¡ sprz¦»on¡ jest
przestrze« ªadunków (miar znakowych). W przypadku zespolonym b¦dzie to przestrze« miar
zespolonych:

De�nicja 3.13. Niech Σ b¦dzie σ-algebr¡ podzbiorów zbioru Ω. Miar¡ zespolon¡ na przestrzeni
mierzalnej (Ω,Σ) nazywamy funkcj¦ µ : Σ → C, która jest σ-addytywna, tzn. dla dowolnego
ci¡gu {An}∞n=1 ⊆ Σ parami rozª¡cznych zbiorów mierzalnych mamy

µ(
∞⊔
n=1

An) =
∞∑
n=1

µ(An).

Norm¡ (lub te» wariacj¡) miary zespolonej µ nazywamy liczb¦

‖µ‖ := sup

{
∞∑
n=1

|µ(An)| : Ω =
∞⊔
n=1

An, {An}∞n=1 ⊆ Σ

}
, (3.1)

tzn. kres górny bierzemy po wszystkich przeliczalnych rozbiciach mierzalnych przestrzeni Ω.

Uwaga 3.14. Je±li µ jest miar¡ zespolon¡ to µ(∅) = 0 (� pokaza¢). Je±li µ ≥ 0, tzn. µ jest
miar¡ zespolon¡ przyjmuj¡c¡ tylko warto±ci nieujemne, to µ jest �zwykª¡� miara. Aby wyró»ni¢
ten przypadek, mówimy te», »e µ jest miar¡ dodatni¡. Wtedy ‖µ‖ = µ(Ω). Miary probabilistyczne
to miary dodatnie, dla których ‖µ‖ = 1. Je±li µ przyjmuje warto±ci rzeczywiste, µ(Ω) ∈ R, to µ
jest ªadunkiem (miar¡ znakow¡). Na mocy rozkªadu Hahna-Jordana mamy wtedy, »e µ = µ+−µ−,
gdzie µ± wzajemnie osobliwe miary dodatnie, oraz ‖µ‖ = µ+(Ω) + µ−(Ω) = ‖µ+‖+ ‖µ−‖.

De�nicja 3.15. Niech µ miara zespolona na przestrzeni mierzalnej (Ω,Σ). Wtedy µ1 = Reµ i
µ2 = Imµ s¡ ªadunkami (miarami znakowymi� ªatwe). Niech µ1 = µ1,+−µ1,− i µ2 = µ2,+−µ2,−
rozkªady Hahna-Jordana tych ªadunków. Mówimy, »e funkcja mierzalna f : Ω → C jest µ-
caªkowalna je»eli

∫
Ω
|f | dµi,± <∞, i = 1, 2, i wtedy kªadziemy∫

Ω

f dµ :=

∫
Ω

f dµ1,+ −
∫

Ω

f dµ1,− + i

(∫
Ω

f dµ2,+ −
∫

Ω

f dµ2,−

)
.

Przypomnijmy, »e caªk¦ z zespolonej funkcji f wzgl¦dem miary dodatniej µ de�niujemy wzorem∫
Ω
f dµ =

∫
Ω

Re f dµ+ i
∫

Ω
Im f dµ.

Uwaga 3.16. Uogólnieniem rozkªadu Hahna-Jordana dla miary zespolonej µ jest rozkªad bie-
gunowy. Mianowicie, patrz [4, Twierdzenie 6.2], dla ka»dej miary zespolonej µ wzór |µ|(E) :=

sup

{
∞∑
n=1

|µ(An)| : E =
⊔∞
n=1An, {An}∞n=1 ⊆ Σ

}
, E ∈ Σ, de�niuje miar¦ dodatni¡ na Σ nazy-

wan¡ wariacj¡ caªkowit¡ miary µ. Ponadto, patrz [4, Twierdzenie 6.12], istnieje funkcja mierzalna
h : Σ→ S1 := {z ∈ C : |z| = 1} taka, »e dµ = hd|µ|, tzn.

∫
Ω
x dµ =

∫
Ω
xh d|µ|, dla x ∈ L1

µ(Ω).

Miar¦ zespolon¡ µ okre±lon¡ na σ-ciele podzbiorów borelowskich przestrzeni topologicznejM
nazywamy miar¡ borelowsk¡ na M . Mówimy, »e przestrze« topologiczna M jest lokalnie zwarta,
je»eli ka»dy punkt przestrzeni M posiada otoczenie otwarte, którego domkni¦cie jest zwarte.
Ka»dy podzbiór otwarty (albo domkni¦ty) przestrzeni euklidesowej Rk jest lokalnie zwarty. Oczy-
wi±cie, ka»da przestrze« zwarta jest tak»e lokalnie zwarta.
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Twierdzenie 3.17 (Twierdzenie Riesza o reprezentacji funkcjonaªów liniowych na C0(M)).
Niech M b¦dzie lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡ i niech C0(M) b¦dzie przestrzeni¡ znika-
j¡cych w niesko«czono±ci ci¡gªych funkcji zespolonych. Dla ka»dego ograniczonego funkcjonaªu
liniowego f : C0(M)→ C istnieje dokªadnie jedna zespolona miara borelowska µ na M taka, »e

f(x) =

∫
M

x dµ, x ∈ C0(M). (3.2)

Ponadto, wtedy ‖f‖ = ‖µ‖ oraz

(1) µ jest miar¡ dodatni¡ ⇐⇒ f jest dodatni, tzn. f(x) ≥ 0 je±li x ≥ 0;

(2) µ jest ªadunkiem ⇐⇒ f(x) ∈ R dla wszystkich rzeczywistych funkcji x ∈ C0(M).

Dowód. Teza zachodzi przy nieco bardziej ogólnym zaªo»eniu, »e M jest lokalnie zwart¡ prze-
strzeni¡ Hausdor�a, patrz [4, Twierdzenie 6.19]. Przy czym, wtedy aby uzyska¢ jednoznaczno±¢
miary µ speªniaj¡cej (3.2) trzeba zaªo»y¢, »e jest regularna. Dodatnia miara (sko«czona) jest
regularna je»eli dla dowolnego zbioru borelowskiego E mamy

µ(E) = inf{µ(V ) : E ⊆ V i V jest otwarty} = sup{µ(K) : K ⊆ E i K jest zwarty}.

Natomiast zespolona miara borelowska jest regularna, je±li miara dodatnia |µ| jest regularna.
Dla lokalnie zwartych przestrzeni metrycznych ka»da miara borelowska jest regularna, patrz [4,
Twierdzenie 2.18]. To daje pierwsz¡ cz¦±¢ twierdzenia.

Implikacje �=⇒� w punktach (1), (2) s¡ jasne. Implikacja �⇐=� w punkcie (1) jest tre±ci¡ kla-
sycznego twierdzenia Riesza, patrz [4, Twierdzenie 2.14]. By wykaza¢ implikacje �⇐=� w punkcie
(2) zaªo»my nie wprost, »e µ nie jest ªadunkiem. Wtedy µ2 := Imµ jest niezerow¡ miar¡. Zatem
odpowiadaj¡cy jej funkcjonaª f2(x) :=

∫
Ω
x dµ2 (na mocy jednoznaczno±ci przyporz¡dkowania

funkcjonaªowi miary) te» jest niezerowy. Czyli istnieje funkcja x ∈ C0(M) taka, »e
∫

Ω
x dµ2 6= 0.

Zast¦puj¡c x przez Rex lub Imx, mo»emy przy tym zaªo»y¢, »e x jest funkcj¡ rzeczywist¡.
Wtedy f(x) =

∫
M
xdReµ+ i

∫
M
xd Imµ 6∈ R, co przeczy warunkowi w (2).

Wniosek 3.18 (Przestrze« dualna do C0(M)). Niech M b¦dzie lokalnie zwart¡ przestrzeni¡
metryczn¡ i niech C0(M,F) b¦dzie przestrzeni¡ znikaj¡cych w niesko«czono±ci funkcji ci¡gªych
o warto±ciach w ciele F = R,C. Uto»samienie miary z funkcjonaªem caªkowania µ 7→

∫
M
· dµ

zadaje izometryczny izomor�zm
C0(M,F)∗ ∼=MF(M),

gdzieMC(M) oznacza przestrze« zespolonych miar borelowskich na M , aMR(M) zbiór ªadun-
ków borelowskich na M , wraz z dziaªaniami okre±lonymi punktowo (λµ)(E) := λµ(E), (µ1 +
µ2)(E) := µ1(E) + µ2(E), E ∈ Σ, λ ∈ F, oraz norm¡ zadan¡ wzorem (3.1).

Dowód. Dla ka»dej miary µ ∈ MF(M) wzór f(x) :=
∫
M
x dµ de�niuje funkcjonaª liniowy na

C0(M,F). Jest on poprawnie okre±lony i ograniczony poniewa» korzystaj¡c z rozkªadu bieguno-
wego dµ = hd|µ| miary µ, patrz Uwaga 3.16, dla dowolnego x ∈ C0(M,F) mamy

|f(x)| =
∣∣∣∣∫
M

x(t)h(t) d|µ|(t)
∣∣∣∣ ≤ ∫

M

|x(t)| d|µ|(t) ≤ ‖x‖∞|µ|(M) = ‖x‖∞‖µ‖.

Jasne jest, »e przyporz¡dkowanie MF(M) ∈ µ 7→
∫
M
· dµ ∈ C0(M,F)∗ jest liniowe. Na mocy

Twierdzenia 3.17 jest ono izometryczn¡ surjekcj¡, czyli jest izometrycznym izomor�zmem. W
szczególno±ci przestrze«MF(M) jest przestrzeni¡ Banacha.
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Wniosek 3.19. Je±li f ∈ c∗0 to istnieje dokªadnie jeden y ∈ `1 taki, »e

f(x) =
∞∑
k=1

x(k)y(k), x ∈ c0,

oraz wtedy ‖f‖ = ‖y‖1 =
∑∞

k=1 |y(k)|. W szczególno±ci c∗0
∼= `1.

Dowód. Je±li M = N jest przestrzeni¡ dyskretn¡, to c0 mo»na uto»sami¢ z C0(M), a odwzo-
rowanie µ 7→ (µ({1}), µ({2}), ...) jest izometrycznym izomor�zmem zMF(M) na przestrze« `1

nad F. Zatem teza jest szczególnym przypadkiem Wniosku 3.18. (¢w. � przeprowadzi¢ dowód
bezpo±rednio, bez korzystania z Wniosku 3.18).

Z Wniosków 3.19, 3.11 otrzymujemy, »e przestrze« podwójnie sprz¦»ona do c0 to `∞:

c∗∗0 = (c∗0)∗ ∼= (`1)∗ ∼= `∞.

Przy izomor�zmie c∗∗0 ∼= `∞ naturalne zanurzenie c0 ⊆ `∞ odpowiada naturalnemu zanurzeniu
i(c0) ⊆ c∗∗0 . W szczególno±ci, przestrze« c0 nie jest re�eksywna. Ponadto, przestrze« c0 nie mo»e
by¢ izomor�czna z przestrzeni¡ `∞ nawet w sposób niekanoniczny, gdy» c0 jest o±rodkowa, a `∞

nie (� pokaza¢ to).
Ogólnym u»ytecznym kryterium pozwalaj¡cym wykaza¢, »e jaka± przestrze« nie jest re�ek-

sywna, jest nast¦puj¡cy lemat, który jest kolejnym zastosowaniem Twierdzenia Hahna-Banacha.

Lemat 3.20. Je±li przestrze« Banacha X jest re�eksywna, to dla ka»dego funkcjonaªu f ∈ X∗
supremum we wzorze ‖f‖ = sup‖x‖=1 |f(x)| realizuje si¦ dla pewnego x ∈ X, tzn. istnieje x ∈ X
taki, »e ‖x‖ = 1 oraz f(x) = ‖f‖.

Dowód. Niech f ∈ X∗. Na mocy Wniosku 3.6 istnieje funkcjonaª ϕ ∈ X∗∗ taki, »e ϕ(f) = ‖f‖
i ‖ϕ‖ = 1. Je±li x ∈ X jest elementem odpowiadaj¡cym ϕ przy izomor�zmie X ∼= X∗∗, (tzn.
i(x) = ϕ), to ‖x‖ = 1 oraz f(x) = i(x)(f) = ϕ(f) = ‖f‖.

Uwaga 3.21. Stosuj¡c Lemat 3.20, tzn. pokazuj¡c, »e jego teza nie zachodzi mo»na wykaza¢, »e
przestrzenie `1, C[a, b], L1[a, b] s¡ nie re�eksywne (� wykaza¢, patrz te» [3, 6.B.24]). Z niere�ek-
sywno±ci C[a, b] wynika niere�eksywno±¢ L∞[a, b], gdy» C[a, b] jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡
L∞[a, b] (� ka»da podprzestrze« domkni¦ta przestrzeni re�eksywnej jest re�eksywna).

3.3 Twierdzenie Banacha-Steinhausa

Legenda gªosi, »e Hugo Steinhaus w 1916 r. zainteresowaª si¦ przypad-
kowo spotkanym Banachem, gdy ten na ªawce na Plantach Krakowskich
dyskutowaª »arliwie z Otto Nikodymem o caªce Lebesgue'a. Dzi¦ki wsta-
wiennictwu Steinhausa, Banach zostaª zatrudniony na Politechnice Lwow-
skiej. Wspóªpracowali ze sob¡ przez wiele lat. Mimo ogromnego dorobku
naukowego Steinhausa, zwykª on mawia¢, »e jego najwi¦kszym odkryciem
matematycznym jest Stefan Banach.

W 1927 r. Banach i Steinhaus udowodnili wspólnie twierdzenie zwane zasad¡ jednostajnej
ograniczono±ci. We wspóªczesnym sformuªowaniu mówi ono, »e je»eli mamy rodzin¦ operato-
rów ograniczonych {Ti}i∈I ⊆ B(X, Y ) okre±lonych na przestrzeni Banacha X i ograniczonych
punktowo, tzn.

∀x∈X ∃M>0 ∀i∈I ‖Tix‖ < M (równowa»nie ∀x∈X sup
i∈I
‖Tix‖ <∞)
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to rodzina {Ti}i∈I jest ograniczona w normie operatorowej (jednostajnie), tzn. zachodzi

∃M>0 ∀x∈X ∀i∈I ‖Tix‖ < M‖x‖ (równowa»nie sup
i∈I
‖Ti‖ <∞).

Zauwa»my, »e implikacja odwrotna zawsze zachodzi w sposób trywialny. Natomiast implikacja z
Twierdzenia Banacha-Steinhausa jest nietrywialna i kluczow¡ rol¦ peªni tu zupeªno±¢ przestrzeni
X, bez której twierdzenie przestaje by¢ prawdziwe:

Przykªad 3.22. Niech X = c00 b¦dzie przestrzeni¡ ci¡gów sko«czonych z norm¡ supremum i
niech Y = c0. Rozwa»my ci¡g operatorów {Tn}∞n=1 ⊆ B(X, Y ) danych wzorem

Tn(x(1), x(2), x(3), ...) = (1 · x(1), 2 · x(2), 3 · x(3), ..., n · x(n), 0, 0, ...)

Dla ka»dego x ∈ c00 istnieje N > 0 takie, »e x(k) = 0 dla k > N i st¡d ci¡g wektorów
{Tnx}∞n=1 jest ograniczony. Mianowicie, supn∈N ‖Tnx‖ = maxn=1,...,N ‖Tnx‖ ≤ N‖x‖ < ∞. Ale
ci¡g operatorów {Tn}∞n=1 jest nieograniczony, bo

sup
n∈N
‖Tn‖ = sup

n∈N
n =∞.

Oczywi±cie nie przeczy to Twierdzeniu Banacha-Steinhausa, bo c00 nie jest przestrzeni¡ zupeªn¡.

Dowód Twierdzenia Banacha-Steinhausa, tak jak równie» dowód Twierdzenia Banacha o prze-
ksztaªceniu otwartym, które omówimy w kolejnym podrodziale, opiera si¦ na Twierdzeniu Baire'a.
Aby zrozumie¢ lepiej to ostatnie twierdzenie rozwa»my przykªad.

Przykªad 3.23. Niech X = [0, 1] b¦dzie wyposa»ony w topologi¦ euklidesow¡ (za X mo»na
wzi¡¢ jak¡kolwiek przestrze« metryczn¡ bez punktów izolowanych). Wtedy istnieje rodzina {Ai}i∈I
zbiorów domkni¦tych i brzegowych (tzn. o pustym wn¦trzu) taka, »e X =

⋃
i∈I Ai, poniewa»

X =
⋃
x∈X

{x}.

Zatem przedziaª X = [0, 1] jest sum¡ zbiorów nigdzieg¦stych (zbiory nigdzieg¦ste to takie, któ-
rych domkni¦cie ma puste wn¦trze). Ale suma ta jest nieprzeliczalna. Czy da si¦ wypeªni¢ X
przeliczaln¡ ilo±ci¡ zbiorów nigdzieg¦stych?

Twierdzenie Baire'a na pytanie postawione w Przykªadzie 3.23 odpowiada negatywnie:

Twierdzenie 3.24 (Twierdzenie Baire'a). Przeliczalna suma domkni¦tych zbiorów brzegowych
w przestrzeni metrycznej zupeªnej jest zbiorem brzegowym. X przestrze« metryczna zupeªna,

An ⊆ X dla n ∈ N takie, »e
An = An oraz Int(An) = ∅

 =⇒ Int

(
∞⋃
n=1

An

)
= ∅.

Uwaga 3.25. Poprzez dualno±¢ mi¦dzy zbiorami otwartymi i domkni¦tymi Twierdzenie Baire'a
mo»na równowa»nie sformuªowa¢ jak nast¦puje (� sprawdzi¢). Przeliczalny przekrój otwartych
zbiorów g¦stych w przestrzeni metrycznej zupeªnej jest zbiorem g¦stym, tzn. X przestrze« metryczna zupeªna,

Un ⊆ X dla n ∈ N takie, »e
IntUn = Un oraz Un = X

 =⇒
∞⋂
n=1

Un = X.
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Dowód. Wyka»emy implikacj¦ z Uwagi 3.25. Niech {Un}∞n=1 ci¡g otwartych zbiorów g¦stych w
X. We¹my dowolny niepusty zbiór otwarty V ⊆ X. Potrzebujemy pokaza¢, »e W ∩

⋂∞
n=1 Un 6= ∅.

W tym celu skonstruujemy ci¡g kul domkni¦tych {K(xn, rn)}∞n=1 zawartych w W takich, »e

K(xn, rn) ⊆ Un ∩K(xn−1, rn−1) oraz rn < 1/n, dla n > 1. (3.3)

Tutaj K(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) ≤ r} jest kul¡ domkni¦t¡, a K(x, r) := {y ∈ X : d(x, y) < r}
kul¡ otwart¡ w przestrzeni metrycznej (X, d). Wtedy z (3.3) wynika, »e ci¡g kul jest zst¦puj¡cy:

W ⊇ K(x1, r1) ⊇ K(x2, r2) ⊇ K(x3, r3) ⊇ ... ,

i ich promienie zbiegaj¡ do zera. St¡d {xn}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy, a wi¦c na mocy zupeªno±ci
jest to ci¡g zbie»ny. Niech x := limn→∞ xn ∈ X. Jako »e ci¡g {xn}∞n=1 odpewnego miejsca
wpada caªy do K(xN , rN) dla ka»dego N > 0, a K(xN , rN) jest zbiorem domkni¦tym, to x =
limn→∞ xn ∈ K(xN , rN) dla ka»dego N ∈ N. St¡d x ∈

⋂∞
n=1K(xn, rn) ⊆ W ∩

⋂∞
n=1 Un.

Ci¡g speªniaj¡cy (3.3) konstruujemy indukcyjnie. Skoro U1 jest otwarty i g¦sty w X, to
W ∩ U1 jest niepusty i otwarty. Zatem istniej¡ x1 ∈ X i r1 > 0 takie, »e K(x1, r1) ⊆ W ∩ U1,
oraz r1 < 1. Zaªó»my teraz, »e skonstruowali±my ju» xn i rn speªniaj¡ce (3.3). Wtedy przekrój
Un+1 ∩ K(xn, rn) jest niepusty i otwarty, bo Un+1 jest otwarty i g¦sty. Zatem mo»emy wybra¢
xn+1 ∈ X oraz rn+1 takie, »e K(xn+1, rn+1) ⊆ ∩K(xn, rn), oraz r1 < 1.

Zupeªno±¢ w Twierdzeniu Baire'a jest kluczowa:

Przykªad 3.26. Niech X = Q z metryk¡ d(x, y) = |x − y|. Ustawmy liczby wymierne w ci¡g
q1, q2, ... i poªó»my An := {qn} dla n ∈ N. Wtedy An = An oraz Int(An) = ∅, ale

⋃∞
n=1An = Q

jest caª¡ przestrzeni¡, wi¦c wn¦trze ma niepuste (jest zbiorem otwartym). Zatem Twierdzenie
Baire'a tutaj nie zachodzi, ale Q nie jest przestrzeni¡ zupeªn¡.

Przykªad 3.27. W przestrzeni X = c00 z norm¡ supremum, por. Przykªad 3.22, zbiory

An := {(x(1), x(2), x(3), ...) ∈ c00 : (x(1), x(2), x(3), ..., x(n), 0, 0, ...)}, n ∈ N,

s¡ sko«czenie wymiarowymi podprzestrzeniami liniowymi. Zatem zbiory An s¡ domkni¦te i maj¡
puste wn¦trza w X. Natomiast X =

⋃∞
n=1An jest caª¡ przestrzeni¡ (ma niepuste wn¦trze).

Twierdzenie 3.28 (Banach-Steinhaus). Niech {Ti}i∈I ⊆ B(X, Y ) b¦dzie rodzin¡ operatorów
ograniczonych, gdzie X przestrze« Banacha, a Y przestrze« unormowana. Wtedy

∀x∈X sup
i∈I
‖Tix‖ <∞ =⇒ sup

i∈I
‖Ti‖ <∞.

Czyli rodzina operatorów {Ti}i∈I jest ograniczona w B(X, Y ) wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego
x ∈ X rodzina wektorów {Tix}i∈I jest ograniczona w Y .

Dowód. Zauwa»my, »e zbiory An := {x ∈ X : supi∈I ‖Tix‖ ≤ n}, n ∈ N, s¡ domkni¦te, bo Ti s¡
operatorami ci¡gªymi. Ponadto zaªo»enie, »e supi∈I ‖Tix‖ < ∞ dla ka»dego x ∈ X, oznacza, »e
X =

⋃∞
n=1 An. Zatem na mocy Twierdzenia Baire'a jeden ze zbiorów An ma niepuste wn¦trze.

Czyli istniej¡ n ∈ N, x0 ∈ X oraz ε > 0 takie, »e K(x0, ε) ⊆ An. Niech teraz x ∈ X taki, »e
‖x‖ = 1. Wtedy dla ka»dego i ∈ I

‖Tix‖ =
2

ε

∥∥∥Ti (ε
2
x
)∥∥∥ =

2

ε

∥∥∥Ti ((x0 +
ε

2
x)− x0

)∥∥∥
≤ 2

ε

∥∥∥Ti (x0 +
ε

2
x
)∥∥∥+

2

ε
‖Ti (x0)‖

{
x0 + ε

2
x ∈ K(x0, ε) ⊆ An

x0 ∈ K(x0, ε) ⊆ An

}
≤ 2

ε
n+

2

ε
n =

4

ε
n.

St¡d supi∈I ‖Ti‖ ≤ 4
ε
n <∞.
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Wniosek 3.29. Operator b¦d¡cy granic¡ punktow¡ ci¡gu operatorów ograniczonych okre±lonych
na przestrzeni Banacha jest ograniczony. Tzn. {Tn}∞n=1 ⊆ B(X, Y )

X przestrze« Banacha
∀x∈X {Tnx}∞n=1 zbie»ny w Y

 =⇒

(
kªad¡c Tx := lim

n→∞
Tnx dla x ∈ X

mamy T ∈ B(X, Y )

)

Dowód. Je±li {Tnx}∞n=1 zbie»ny dla ka»dego x ∈ X, to kªad¡c Tx := lim
n→∞

Tnx otrzymujemy

operator liniowy, bo granica jest operacj¡ liniow¡. Ponadto zbie»no±¢ ci¡gu {Tnx}∞n=1 implikuje
jego ograniczono±¢, dla ka»dego x ∈ X. Zatem na mocy Twierdzenia Banacha-Steinhausa mamy
supn∈N ‖Tn‖ <∞. St¡d operator T jest ograniczony:

‖T‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖ = sup
‖x‖=1

lim
n→∞

‖Tnx‖ ≤ sup
‖x‖=1

sup
n∈N
‖Tn‖‖x‖ = sup

n∈N
‖Tn‖ <∞.

3.4 Topologia sªaba i ∗-sªaba

Na danym zbiorze mo»na rozpatrywa¢ ró»ne topologie. Im sªabsza topologia (zawiera mniej zbio-
rów otwartych), tym ªatwiej danemu ci¡gowi by¢ zbie»nym, a zbiorowi zwartym. W niesko«czenie
wymiarowej przestrzeni unormowanejX topologia jest do±¢ mocna. Na przykªad, kula domkni¦ta
{x ∈ X : ‖x‖ ≤ r} nie jest zwarta w topologii takiej przestrzeni (� pokaza¢). Dlatego rozwa»a
si¦ na X te» sªabsze topologie, które pozwalaj¡ na szersze zastosowanie wªa±nie takich poj¦¢ jak
zbie»no±¢ czy zwarto±¢. Standardowo do tego celu wykorzystuje si¦ topologi¦ zadan¡ przez ogra-
niczone funkcjonaªy liniowe. Ogólna procedura defniowania topologii za pomoc¡ odwzorowa«
jest opisana w poni»szym stwierdzeniu:

Lemat 3.30. Funkcja f : X → F na przestrzeni topologicznej X jest ci¡gªa wtedy i tylko wtedy,
gdy dla ka»dego x ∈ X i ε > 0 zbiór Uf,ε(x) := {y ∈ X : |f(y)− f(x)| < ε} jest otwarty w X.

Dowód. f jest ci¡gªa ⇐⇒ dla ka»dego y ∈ f(X) i ε > 0 przeciwobraz f−1(K(y, ε)) jest otwarty
w X ⇐⇒ dla ka»dego x ∈ X i ε > 0 przeciwobraz f−1(K(f(x), ε)) jest otwarty w X. Ale
f−1(K(f(x), ε)) = {y ∈ X : |f(y)− f(x)| < ε} = Uf,ε(x).

Stwierdzenie 3.31. Niech F b¦dzie pewn¡ rodzin¡ funkcji na zbiorze X o warto±ciach w ciele
F i niech τF b¦dzie najsªabsz¡ topologi¡ na X, przy której wszystkie funkcje f : X → F nale»¡ce
do F s¡ ci¡gªe. Topologia taka zawsze istnieje oraz

(1) zbiory postaci Uf1,...,fn,ε(x) := {y ∈ X : |fi(y) − fi(x)| < ε, 1 ≤ i ≤ n} gdzie x ∈ X,
f1, ..., fn ∈ F , ε > 0, tworz¡ baz¦ topologii τF .

(2) Topologia τF speªnia warunek Hausdor�a wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje z F rodzielaj¡
punkty X, tzn. dla x 6= y istnieje f ∈ F taki, »e f(x) 6= f(y).

(3) Ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X jest zbie»ny do x0 ∈ X w topologii τF wtedy i tylko wtedy, gdy f(xn)→
f(x0) dla ka»dego f ∈ F .

Dowód. Na mocy Lematu 3.30 topologia generowana przez zbiory postaci Uf,ε(x), x ∈ X, f ∈ F ,
generuje najsªabsz¡ topologi¦ τF , przy której ka»da funkcja f ∈ F jest ci¡gªa. Wynika st¡d, »e

63



sko«czone przekroje
⋂n
i=1 Ufi,εi(xi), gdzie x1, ..., xn ∈ X, f1, ..., fn ∈ F , ε1, ..., εn > 0, tworz¡

baz¦ topologii τF (ka»dy zbiór z τF jest sum¡ takich sko«czonych przekrojów). W szczególno±ci,

Uf1,...,fn,ε(x) =
n⋂
i=1

Ufi,ε(x) ∈ τF .

Ponadto, dla dowolnego x ∈
⋂n
i=1 Ufi,εi(xi) kªad¡c ε := mini=1,...,n εi > 0 mamy,

x ∈ Ufi1 ,...,fin ,ε(x) ⊆
n⋂
i=1

Ufi,εi(xi).

St¡d zbiory postaci Ufi1 ,...,fin ,ε(x) tworz¡ baz¦ topologii τF , tzn. dowodzi to punktu (1).
(2). Ten punkt jest jasny (� sprawdzi¢).
(3). Je±li {xn}∞n=1 ⊆ X zbiega do x0 ∈ X w τF , to dla dowolnego f i ε > 0 ci¡g {xn}∞n=1

od pewnego miejsca wpada do Uf,ε(x0), tzn. istnieje N > 0 taki, »e dla ka»dego n > N mamy
|f(xn)− f(x0)| < ε. St¡d f(xn)→ f(x0).

Na odwrót, zaªó»my, »e f(xn)→ f(x0) dla ka»dego f ∈ F . Ustalmy dowolne bazowe otoczenie
punktu x0, tzn. Uf1,...,fk,ε(x0), gdzie f1, ..., fk ∈ F oraz ε > 0. Dla ka»dego i = 1, ..., k istnieje Ni

taki, »e dla n > Ni, |fi(xn)− fi(x0)| < ε, tzn. xn ∈ Ufi,ε(x0). Zatem dla n > N := maxi=1,...,nNi

mamy xn ∈ Uf1,...,fn,ε(x0) =
⋂n
i=1 Ufi,ε(x0). Czyli xn zbiega do x0 w τF

Uwaga 3.32. Przypomnijmy, »e zbie»no±¢ ci¡gu determinuje topologi¦ w przestrzeni metrycznej:
podzbiór A przestrzeni metrycznej jest domkni¦ty wtedy i tylko wtedy, gdy A zawiera granic¦
ka»dego ci¡gu zbie»nego {xn}∞n=1 ⊆ A. Twierdzenie to przenosi si¦ na ogólne przestrzenie topolo-
giczne pod warunkiem, »e ci¡gi zast¡pimy sieciami. Przypomnijmy, »e sieci¡ nazywamy rodzin¦
{xi}i∈I ⊆ X indeksowan¡ zbiorem skierowanym przez pewn¡ relacje cz¦±ciowego porz¡dku ≤.
Mówimy, »e taka sie¢ jest zbie»na do punktu x0 ∈ X, w przestrzeni topologicznej X, je»eli dla
dowolnego otwartego otoczenia U punktu x0 istnieje taki wska¹nik i0 ∈ I, »e dla ka»dego i ≥ i0
mamy xi ∈ U . Piszemy wtedy xi → x0. Mo»na pokaza¢ (� dla ch¦tnych), »e

podzbiór A przestrzeni topologicznej X jest domkni¦ty wtedy i tylko wtedy, gdy dla
ka»dej sieci {xi}i∈I ⊆ A je±li xi → x0 w X, to x0 ∈ A.

Sie¢ {xi}i∈I ⊆ X jest zbie»na do x0 ∈ X w topologii τF ze Stwierdzenia 3.31 wtedy i tylko wtedy,
gdy f(xi)→ f(x0) dla ka»dego f ∈ F . Zatem opis ten caªkowicie determinuje topologi¦ τF .

De�nicja 3.33. Niech X przestrze« unormowana. Sªab¡ topologi¡ na X nazywamy najsªabsz¡
topologi¡, przy której wszystkie funkcjonaªy z X∗ s¡ ci¡gªe. Mówimy, »e ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X jest
sªabo zbie»ny do x0 ∈ X, je»eli jest zbie»ny do x0 w sªabej topologii. Piszemy wtedy, xn

w−→ x0.

Uwaga 3.34. Na mocy Stwierdzenia 3.31 baz¡ sªabej topologii s¡ zbiory postaci Uf1,...,fn,ε(x) :=
{y ∈ X : |fi(y) − fi(x)| < ε, 1 ≤ i ≤ n} gdzie x ∈ X, f1, ..., fn ∈ X∗, ε > 0. Natomiast ci¡g
{xn}∞n=1 ⊆ X jest sªabo zbie»ny do x0 ∈ X, wtedy i tylko wtedy, gdy ci¡g liczbowy {f(xn)}∞n=1

jest zbie»ny do f(x0), dla ka»dego funkcjonaªu liniowego i ograniczonego f ∈ X∗, tzn.

xn
w−→ x0 ⇐⇒ ∀f∈X∗ f(xn) −→ f(x0).

Granica sªabo zbie»nego ci¡gu jest wyznaczona jednoznacznie, bo w ±wietle Stwierdzenia 3.31(2)
oraz Wniosku 3.6 (z Twierdzenia Hahna-Banacha), topologia sªaba jest topologi¡ Hausdor�a.
Powy»sze stwierdzenia uogólniaj¡ si¦ z ci¡gów na sieci.
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Uwaga 3.35. Jako »e ograniczone funkcjonaªy liniowe s¡ ci¡gªe na X w normie, to topolo-
gia na X zadana przez norm¦ jest mocniejsza od topologii sªabej (st¡d nazwa tej drugiej). W
szczególno±ci, zbie»no±¢ w normie implikuje zbie»no±¢ sªab¡:

xn
‖·‖−→ x0 =⇒ xn

w−→ x0.

Implikacja odwrotna na ogóª nie zachodzi. De facto mo»na pokaza¢, »e topologia normowa po-
krywa si¦ z topologi¡ sªab¡ wtedy i tylko wtedy, gdy dim(X) < ∞ (� dla ch¦tnych, patrz [3,
6.C.20]).

Stwierdzenie 3.36. Ka»dy ci¡g sªabo zbie»ny jest ograniczony, tzn

xn
w−→ x0 =⇒ {xn}∞n=1 ograniczony w normie.

Ponadto, wtedy ‖x0‖ ≤ lim infn→∞ ‖xn‖.

Dowód. Przypomnijmy, i» ka»dy element x ∈ X mo»emy traktowa¢ jako funkcjonaª i(x) na
przestrzeni X∗, gdzie i(x)(f) = f(x), oraz ‖i(x)‖ = ‖x‖, patrz Wniosek 3.7. Ponadto,

xn
w−→ x0 ⇐⇒ ∀f∈X∗ i(xn)(f) −→ i(x0)(f).

Innymi sªowy sªaba zbie»no±¢ ci¡gu {xn}∞n=1 ⊆ X jest równowa»na zbie»no±ci punktowej ci¡gu
funkcjonaªów liniowych {i(xn)}∞n=1 ⊆ X∗∗ = B(X∗,F). Zatem sªaba zbie»no±¢ poci¡ga ograni-
czono±¢ na mocy Twierdzenia Banacha-Steinhausa, por. Wniosek 3.29.

Aby wykaza¢, oszacowanie na norm¦ x0 mo»emy zaªo»y¢, »e x0 6= 0. Wtedy na mocy Twier-
dzenia Hahna-Banacha, patrz Wniosek 3.6, istnieje funkcjonaª f ∈ X∗ taki, »e ‖f‖ = 1 oraz
f(x0) = ‖x0‖. St¡d i ze sªabej zbie»no±ci otrzymujemy

‖x0‖ = f(x0) = lim
n→∞

f(xn) = lim inf
n→∞

f(xn) ≤ lim inf
n→∞

‖f‖‖xn‖ = lim inf
n→∞

‖xn‖.

Przykªad 3.37 (Sªaba zbie»no±¢ w przestrzeniach Hilberta). Je±liX = H to przestrze« Hilberta,
to na mocy Twierdzenia Riesza-Frecheta (Twierdzenie 2.68) ka»dy funkcjonaª f ∈ H∗ jest postaci
f(x) = 〈x, y〉, dla pewnego y ∈ H. Zatem dla ka»dego ci¡gu {xn}∞n=1 zachodzi

xn
w−→ x0 ⇐⇒ ∀y∈H 〈xn, y〉 −→ 〈x0, y〉.

Dla przykªadu rozwa»my przeliczalny ukªad ortonormalny {en}∞n=1 w H, taki ukªad zawsze ist-
nieje, gdy dim(H) =∞. Wtedy ‖en− em‖ =

√
2 dla n 6= m. Zatem ci¡g {en}∞n=1 nie jest zbie»ny

w normie. Twierdzimy jednak, »e jest sªabo zbie»ny do zera:

en
w−→ 0.

Rzeczywi±cie, niech y ∈ H. Wtedy
∑∞

n=1 |〈ei, y〉|2 ≤ ‖y‖2 na mocy nierówno±ci Bessela, patrz
Wniosek 2.49. Skoro szereg

∑∞
n=1 |〈ei, y〉|2 jest zbie»ny, to 〈ei, y〉 → 0 = 〈0, y〉. Czyli en

w−→ 0. W
szczególno±ci, oszacowanie na norm¦ w Stwierdzeniu 3.36 mo»e by¢ ostr¡ nierówno±ci¡: ‖0‖ =
0 < 1 = lim infn→∞ ‖en‖.

Przykªad 3.38 (Sªaba zbie»no±¢ w przestrzeniach Lp). Niech (Ω,Σ, µ) przestrze« z miar¡ σ-
sko«czon¡ oraz niech 1 ≤ p <∞. Niech q > 1 takie, »e 1

p
+ 1

q
= 1 (q =∞ gdy p = 1). Na mocy

Twierdzenia 3.10 mamy, »e dla ka»dego ci¡gu {xn}∞n=1 ⊆ Lpµ(Ω) zachodzi

xn
w−→ x0 w Lpµ(Ω) ⇐⇒ ∀y∈Lqµ(Ω)

∫
Ω

xn(t)y(t) dµ(t) −→
∫

Ω

x0(t)y(t) dµ(t).
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W przypadku, gdy µ jest miar¡ licz¡c¡ na Ω = N dostajemy

xn
w−→ x0 w `p ⇐⇒ ∀y∈`q

∞∑
k=1

xn(k)y(k) −→
∞∑
k=1

x0(k)y(k).

Dla p > 1, podobnie jak w poprzednim przykªadzie mo»na pokaza¢, »e kªad¡c en = (0, ..., 0︸ ︷︷ ︸
n−1 razy

, 1, 0, ...)

otrzymujemy ci¡g {en}∞n=1, który nie jest zbie»ny w normie `p, ale jest sªabo zbie»ny do zera (�
sprawdzi¢). Dla p = 1 sytacja jest wyj¡tkowa. Okazuje si¦, »e mimo, i» `1 jest niesko«czenie
wymiarowa, to sªaba zbie»no±¢ ci¡gów w `1 jest równowa»na zbie»no±ci w normie (jest to tzw.
Twierdzenie Schura, � dla ch¦tnych, patrz [3, 6.C.25]). Nie oznacza to jednak, »e sªaba topolo-
gia na `1 pokrywa si¦ z topologi¡ zadan¡ przez norm¦. Wr¦cz przeciwnie topologie te s¡ ró»ne i
w szczególno±ci sªaba zbie»no±¢ sieci nie jest równowa»na zbie»no±ci sieci w normie, por. Uwaga
3.32.

Przykªad 3.39 (Sªaba zbie»no±¢ w przestrzeni C0(M)). Niech M b¦dzie lokalnie zwart¡ prze-
strzeni¡ metryczn¡. Zbie»no±¢ w przestrzeni C0(M), wyposa»onej w norm¦ supremum, jest zbie»-
no±ci¡ jednostajn¡. Twierdzimy, »e zbie»no±¢ sªaba w tej przestrzeni jest równowa»na zbie»no±ci
punktowej modulo ograniczono±¢ ci¡gu. To znaczy twierdzimy, »e

xn
w−→ x0 w C0(M) ⇐⇒ ∀t∈M xn(t) −→ x0(t) oraz sup

n∈N
‖xn‖ <∞.

Przypomnijmy, »e na mocy Twierdzenia Riesza, patrz Wniosek 3.18, przestrze« dualna do C0(M)
to przestrze« miarMF(M). Zatem

xn
w−→ x0 w C0(M) ⇐⇒ ∀µ∈MF(M)

∫
M

xndµ −→
∫
M

x0dµ.

Zatem je±li xn
w−→ x0, to oznaczaj¡c przez δt miar¦ probabilistyczn¡ skupion¡ w punkcie t ∈M ,

dostajemy xn(t) =
∫
M
xndδt −→

∫
M
x0dδt = x0(t). Natomiat ograniczono±¢ ci¡gu w normie:

supn∈N ‖xn‖ < ∞ wynika ze Stwierdzenia 3.36. Zaªó»my teraz na odwrót, »e ci¡g {xn}∞n=1 ⊆
C0(M) jest punktowo zbie»ny oraz ograniczony w normie. Wtedy dla ka»dej miary dodatniej
miary borelowskiej µ mamy

∫
M
xndµ −→

∫
M
x0dµ na mocy Twierdzenia Lebesgue'a o zbie»no±ci

zmajoryzowanej. Relacja ta przedªu»a si¦ na ªadunki poprzez rozkªad Hahna-Jordana i dalej na
miary zespolone poprzez rozkªad na cz¦±¢ rzeczywist¡ i cze±¢ urojon¡.

Mo»emy te» w pewnym sensie odwróci¢ sytuacj¦ i zada¢ topologi¦ na X∗ za pomoc¡ ele-
mentów X. W szczególno±ci, tak jak w dowodzie Stwierdzenia 3.36, mo»emy traktowa¢ elementy
przestrzeni X jako funkcjonaªy na przestrzeni dualnej X∗. Prowadzi to do nast¦puj¡cej de�nicji.

De�nicja 3.40. Niech X przestrze« unormowana. Topologi¡ *-sªab¡ na przestrzeni sprz¦»onej
X∗ nazywamy najsªabsz¡ topologi¡, przy której wszystkie funkcjonaªy X∗ 3 f 7→ f(x) ∈ F
dla x ∈ X s¡ ci¡gªe na X∗ (s¡ to dokªadnie funkcjonaªy z i(X) ⊆ X∗∗). Powiemy, »e ci¡g
{fn}∞n=1 ⊆ X∗ jest *-sªabo zbie»ny do f0 ∈ X∗, je»eli jest zbie»ny do f0 w *-sªabej topologii.

Piszemy wtedy, fn
w∗−→ f0.

Uwaga 3.41. Na mocy Stwierdzenia 3.31 baz¡ sªabej topologii s¡ zbiory postaci Ux1,...,xn,ε(f) :=
{g ∈ X∗ : |g(xi) − f(x)| < ε, 1 ≤ i ≤ n} gdzie f ∈ X∗, x1, ..., xn ∈ X, ε > 0. Natomiast ci¡g
funkcjonaªów {fn}∞n=1 ⊆ X∗ jest *-sªabo zbie»ny do f0 ∈ X∗, wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zbie»ny do f0 punktowo, tzn.

fn
w∗−→ f0 ⇐⇒ ∀x∈X fn(x) −→ f0(x).

Zatem oczywiste jest, »e granica *-sªabo zbie»nego ci¡gu jest wyznaczona jednoznacznie, oraz »e
zbie»no±¢ funkcjonaªów w normie poci¡ga zbie»no±¢ *-sªab¡.
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Je±li przestrze« X jest re�eksywna, to mo»emy j¡ traktowa¢ jako przestrze« sprz¦»on¡ do
przestrzeni sprz¦»onej X∗. Jasne jest, »e wtedy topologia *-sªaba na (X∗)∗ = X∗∗ = X zadana
przez X∗ pokrywa si¦ z topologi¡ sªab¡ na X zadan¡ przez X∗. Czyli dla przestrzeni re�ek-
sywnych w zasadzie poj¦cia sªabej topologii i *-sªabej topologii s¡ to»same. W szczególno±ci,
w przestrzeniach Hilberta oraz przestrzeniach Lp dla p > 1 nie ma sensu rozwa»a¢ topologii
*-sªabych, por. Przykªady 3.37, 3.38. Natomiast na przestrzeni miar ju» tak:

Przykªad 3.42 (*-Sªaba zbie»no±¢ w przestrzeni miar). Rozpatrzmy przestrze« miar borelow-
skich MF(M) o warto±ciach w ciele F, gdzie M jest lokalnie zwart¡ przestrzeni¡ metryczn¡.
Przestrze« t¦ mo»emy traktowa¢ jako przestrze« sprz¦»on¡ do przestrzeni C0(M). Wtedy dla
ci¡gu miar {µn}∞n=1 ⊆MF(M) mamy

µn
w∗−→ µ0 ⇐⇒ ∀x∈C0(M)

∫
M

xdµn −→
∫
M

xdµ0.

Zaªó»my, »e M = R. Wtedy ka»da miara znakowa (ªadunek) µ ∈ MF(R) jest jednoznacznie
wyznaczona przez swoj¡ dystrybuant¦ Fµ(t) := µ((−∞, t]), t ∈ R. Zbie»no±¢ *-sªaba jest do-
brze znan¡ z Rachunku Prawdopodobie«stwa zbie»no±cia wedªug rozkªadu. Mianowicie, mo»na
pokaza¢ (� dla ch¦tnych, patrz np. [1, Twierdzenie 8.3.1]), »e

µn
w∗−→ µ0 ⇐⇒ ∀t∈R je±li F0 ci¡gªa w t, to Fµ(t)→ Fµ0(t).

Ogólnie topologia *-sªaba ma przewag¦ nad topologi¡ sªab¡ ze wzgl¦du na nast¦puj¡ce:

Twierdzenie 3.43 (Banach-Alaoglu). Kula domkni¦ta {f ∈ X∗ : ‖f‖ ≤ 1} jest zwarta w
*-sªabej topologii dla dowolnej przestrzeni unormowanej X.

Dowód. Dla ka»dego x ∈ X poªó»my Dx := {z ∈ F : |z| ≤ ‖x‖}. Jest to podzbiór zwarty F.
Zatem na mocy Twierdzenia Tichonowa (niesko«czony) iloczyn kartezja«ski

D :=
∏
x∈X

Dx = {f : X → F : f(x) ∈ Dx} = {f : X → F : |f(x)| ≤ ‖x‖}

jest przestrzeni¡ zwart¡. Przestrze« ta zawiera kul¦ B := {f ∈ X∗ : ‖f‖ ≤ 1}, gdy» dla f ∈ B
i x ∈ X mamy f(x) ≤ ‖x‖. Aby wykaza¢ tez¦ wystarczy zauwa»y¢, »e: (a) topologia na B
indukowana z topologii produktowej D pokrywa si¦ ze *-sªab¡ topologi¡ dziedziczon¡ z X∗; (b)
B jest domkni¦tym podzbiorem D. Wtedy B jako domkni¦ty podzbiór zbioru zwartego sam jest
zwarty.

(a) wynika st¡d, »e topologia produktowa na D jest najsªabsz¡ topologi¡, przy której rzuty
πx : D → Dx, gdzie πx(f) = f(x), dla x ∈ X s¡ ci¡gªe.

(b) wynika z Uwagi 3.32 oraz st¡d, »e je»eli {fi}i∈I ⊆ B jest sieci¡ zbie»n¡ do f0 w D, to dla
ka»dych x1, x2 ∈ X i λ1, λ2 ∈ F mamy

f0(λ1x1 + λ2x2) = lim
i∈I

fi(λ1x1 + λ2x2) = lim
i∈I

λ1fi(x1) + λ2fi(x2) = λ1f0(x1) + λ2f0(x2).

Czyli f0 ∈ B.

Wniosek 3.44. W przestrzeni re�eksywnej X kula domkni¦ta {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} jest zbiorem
sªabo zwartym.

Dowód. Sªab¡ topologi¦ na X = (X∗)∗ mo»emy traktowa¢ jako *-sªab¡ topologi¦ zadan¡ przez
X∗. Zatem teza wynika z Twierdzenia 3.43.
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Powy»sze twierdzenie i wniosek maj¡ szereg zastosowa«. Wynika z nich na przykªad, »e ka»dy
ci¡g zawarty w domkni¦tym zbiorze ograniczonym posiada w tym zbiorze *-sªab¡ albo sªab¡ gra-
nic¦. Umo»liwia to konstruowanie funkcjonaªów i elementów o »¡danych wªasno±ciach. Ponadto,
Wniosek 3.44 da si¦ odwróci¢, co daje eleganck¡ charakteryzacj¦ przestrzeni re�eksywnych, patrz
[2, Twierdzenie 23.9]

Twierdzenie 3.45. Przestrze« Banacha X jest re�eksywna wtedy i tylko wtedy, gdy kula do-
mkni¦ta {x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1} jest zbiorem sªabo zwartym.

3.5 Twierdzenie Banacha o odwzorowaniu otwartym

Przypomnijmy, »e odwzorowanie f : X → Y mi¦dzy przestrzeniami topologicznymi X i Y jest
ci¡gªe, je»eli dla ka»dego zbioru otwartego V w Y przeciwobraz f−1(V ) jest zbiorem otwartym
w X. De�nicja odwzorowania otwartego jest podobna, ale �idzie w przeciwnym kierunku�.

De�nicja 3.46. Odwzorowanie f : X → Y mi¦dzy przestrzeniami topologicznymi X i Y nazy-
wamy odwzorowaniem otwartym, je»eli obraz f(U) ka»dego zbioru otwartego U w X jest zbiorem
otwartym w Y . Czyli

f : X → Y odwzorowanie otwarte
def⇐⇒ ∀U⊆X otwarty f(U) jest otwarty w Y.

Uwaga 3.47. Dla dowolnych przestrzeni topologicznych X i Y mamy

(a) Odwracalne odwzorowanie f : X → Y jest otwarte wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie
odwrotne f−1 : Y → X jest ci¡gªe.

(b) Ci¡gªa bijekcja f : X → Y jest homeomor�zmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest odwzo-
rowaniem otwartym. W szczególno±ci, istniej¡ odwracalne odwzorowania ci¡gªe nieb¦d¡ce
otwartymi, np. f : [0, 1)→ S1 = {z ∈ C : |z| = 1}, gdzie f(t) = e2πit, t ∈ R.

Przykªad 3.48. Funkcja kwadratowa f(x) = x2, gdzie f : R → R, nie jest otwarta, bo
f(R) = [0,+∞) nie jest zbiorem otwartym w R. Stanie si¦ ona odwzorowaniem otwartym je±li jej
przeciwdziedzin¦ ograniczymy do obrazu, tzn. je±li traktujemy f jako funkcj¦ f : R→ [0,+∞).

Dla odwzorowa« liniowych na przestrzeniach unormowanych otwarto±¢ implikuje surjektyw-
no±¢. Co wi¦cej, »eby stwierdzi¢ czy odwzorowanie liniowe jest otwarte wystarczy sprawdzi¢, czy
obraz kuli o ±rodku w zerze zawiera kul¦ o ±rodku w zerze.

Stwierdzenie 3.49. Oznaczmy przez KX := {x ∈ X : ‖x‖ < 1} i KY := {y ∈ Y : ‖y‖ < 1}
otwarte kule jednostkowe w przestrzeniach unormowanych X i Y .

Odwzorowanie liniowe T : X → Y jest otwarte ⇐⇒ ∃
r>0

rKY ⊆ T (KX).

Ponadto, otwarte odwzorowanie liniowe T : X → Y musi by¢ surjekcj¡.

Dowód. Zauwa»my, »e kul¦ o ±rodku w x0 ∈ X (odpowiednio y0 ∈ Y ) i promieniu r > 0 mo»na
zapisa¢ jako x0 + rKX (odpowiednio y0 + rKY ).

�=⇒� Je±li T jest odwzorowaniem otwartym, to T (KX) jest zbiorem otwartym. Zatem skoro
0 ∈ T (KX), to istnieje r > 0 takie, »e rKY ⊆ T (KX). Ponadto wtedy

Y =
∞⋃
n=1

nrKY ⊆
∞⋃
n=1

nT (KX) = T (
∞⋃
n=1

nKX) = T (X).
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Czyli T (X) = Y .
�⇐=� Zaªó»my, »e rKY ⊆ T (KX) dla pewnego r > 0. Niech U b¦dzie dowolnym zbiorem

otwartym w X. Potrzebujemy pokaza¢, »e T (U) jest zbiorem otwartym. Niech y ∈ T (U) i niech
x ∈ U taki, »e Tx = y. Skoro U otwarty, to istnieje kula o ±rodku w x zawarta w U , czyli istnieje
δ > 0 taka, »e x+ δKX ⊆ U . Obraz tej kuli

T (x+ δKX) = Tx+ δT (KX) = y + δT (KX)

zawiera kul¦ y+ δrKY i zawiera si¦ w T (U). Czyli T (U) wraz z ka»dym punktem zawiera pewne
jego otoczonie. Zatem T (U) jest zbiorem otwartym.

Okazuje si¦, »e implikacj¦ z ostatniej cz¦±ci Stwierdzenia 3.49 da si¦ odwróci¢ przy zaªo»eniu,
»e T : X → Y jest ograniczonym operatorem liniowym oraz X i Y s¡ przestrzeniami Banacha.
Jest to kolejny wa»ny fakt, obok Twierdzenia Banacha-Steinhausa (Twierdzenie 3.28), którego
dowód opiera si¦ na Twierdzeniu Baire'a (Twierdzenie 3.24):

Twierdzenie 3.50 (Twierdzenie Banacha o odwzorowaniu otwartym). Niech T ∈ B(X, Y )
b¦dzie ograniczonym operatorem liniowym, gdzie X i Y przestrzenie Banacha. Wtedy

T jest surjekcj¡ ⇐⇒ T jest odwzorowaniem otwartym.

Dowód. Implikacja �⇐=� wynika ze Stwierdzenia 3.49. �eby dowie±¢ implikacj¦ �=⇒� przyjmu-
jemy oznaczenia ze Stwierdzenia 3.49 dotycz¡ce kul. Zaªó»my, »e T jest surjekcj¡. Wtedy

Y = T (X) = T (
∞⋃
n=1

nKX) =
∞⋃
n=1

T (nKX).

Zatem z Twierdzenie Baire'a (wykorzystujemy zupeªno±¢ Y ) który± ze zbiorów T (nKX) nie mo»e
by¢ nigdzieg¦sty (wn¦trze jego domkni¦cia jest niepuste). Innymi sªowy, istnieje n ∈ N takie, »e

Int(T (nKX)) 6= ∅.

Czyli istnieje y0 ∈ Y oraz ε > 0 takie, »e y0 + εKY ⊆ T (nKX). Skoro T (X) = Y to istnieje
x0 ∈ X taki, »e Tx0 = y0. Zatem

εKY ⊆ T (nKX)− y0 = T (nKX)− T (x0) = T (nKX − x0)

⊆ T ((n+ ‖x0‖)KX) = (n+ ‖x0‖)T (KX),

gdzie w drugiej i trzeciej równo±ci wykorzystali±my liniowo±¢ T i ci¡gªo±¢ operacji liniowych.
Dziel¡c powy»sz¡ inkluzj¦ stronami przez n+ ‖x0‖ i kªad¡c r := ε

n+‖x0‖ otrzymujemy

rKY ⊆ T (KX). (3.4)

Z dokªadno±ci¡ do domkni¦cia jest to warunek ze Stwierdzenia 3.49. W celu �pozbycia si¦ do-
mkni¦cia� po prawej stronie inkluzji (3.4) poka»emy, »e

T (KX) ⊆ T (2KX). (3.5)

Niech y ∈ T (KX). Wtedy istnieje x1 ∈ KX taki, »e ‖y − Tx1‖ < r
2
. St¡d

y − Tx1 ∈ r
2
KY

(3.4)

⊆ 1
2
T (KX) = T

(
1
2
KX

)
.
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Stosuj¡c to samo rozumowanie do y − Tx1 ∈ T
(

1
2
KX

)
mo»emy znale¹¢ x2 ∈ 1

2
KX taki, »e

‖(y − Tx1)− Tx2‖ < r
4
i st¡d

y − T (x1 + x2) = (y − Tx1)− Tx2 ∈ r
4
KY ⊆ T

(
1
4
KX

)
.

Kontynuuj¡c w ten sposób otrzymujemy ci¡g {xn}∞n=1 ⊆ X taki, »e dla ka»dego n ∈ N

xn ∈
1

2n−1
KX oraz y − T (x1 + ...+ xn) ∈ r

2n
KY .

Z tej drugiej relacji wynika, »e T (x1 + ...+xn)→ y w Y . Natomiast pierwsza relacja (oraz zupeª-
no±¢ X) gwarantuje, »e szereg

∑∞
n=1 xn jest zbie»ny w X. Rzeczywi±cie, ci¡g sum cz¦±ciowych

Sn := x1 + x2 + ...+ xn jest ci¡giem Cauchy w X, bo dla m > n mamy

‖Sm − Sn‖ = ‖xn+1 + ...+ xm‖ <
∞∑

k=n+1

‖xk‖ <
∞∑

k=n+1

1

2k−1
=

1

2n
· 1

1− 1
2

=
1

2n−1

n→∞−→ 0.

Zatem z zupeªno±ci X wynika, »e granica limn→∞ Sn ∈ X istnieje. Z de�nicji tak¡ granic¦ nazywa
si¦ sum¡ szeregu i oznacza

∑∞
n=1 xn. Zauwa»my, »e∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥ ≤
∞∑
n=1

‖xn‖ <
∞∑
n=1

1

2n−1
= 2.

Czyli
∑∞

n=1 xn ∈ 2KX . Wykorzystuj¡c ci¡gªo±¢ (ograniczono±¢) operatora T otrzymujemy

T

(
∞∑
n=1

xn

)
= T

(
lim
n→∞

x1 + ...+ xn

)
= lim

n→∞
T (x1 + ...+ xn) = y,

Czyli y ∈ T (2KX). To ko«czy dowód inkluzji (3.5).
W ±wietle inkluzji (3.4) i (3.5) dostajemy, »e rKY ⊆ T (2KX) lub równowa»nie r/2KY ⊆

T (KX). Zatem T jest odwzorowaniem otwartym na mocy Stwierdzenia 3.49.

Wniosek 3.51. Je±li T jest ró»nowarto±ciowym operatorem ograniczonym z przestrzeni Banacha
X na przestrze« Banacha Y , to odwzorowanie T−1 : Y → X jest operatorem ograniczonym. Tzn.(

T ∈ B(X, Y ) oraz T bijekcja
X, Y przestrzenie Banacha

)
=⇒ T−1 ∈ B(Y,X).

Dowód. Odwozorowanie T−1 : Y → X jest liniowe jako odwzorowanie odwrotne do odwzorowa-
nia liniowego T : X → Y jest liniowe. Skoro T jest surjekcj¡, to na mocy Twierdzenia 3.50 jest
odwozorowaniem otwartym. Czyli dla ka»dego otwartego zbioru U wX zbiór (T−1)−1(U) = T (U)
jest otwarty w Y . Zatem operator T−1 jest ci¡gªy, czyli ograniczony.

Wniosek 3.52. Ka»de dwie porównywalne normy zupeªne na przestrzeni liniowej X s¡ równo-
wa»ne. Tzn.(

(X, ‖ · ‖1), (X, ‖ · ‖2) przestrzenie Banacha
norma ‖ · ‖1 jest sªabsza, ni» ‖ · ‖2

)
=⇒ ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ równowa»ne.

Dowód. Przypomnijmy, »e norma ‖ · ‖1 jest sªabsza, ni» ‖ · ‖2 je»eli

∃c1>0 ∀x∈X ‖x‖1 ≤ c1‖x‖2.
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Jest to to samo co powiedzie¢, »e operator identyczno±ciowy id : (X, ‖ · ‖2) → (X, ‖ · ‖1) jest
ograniczony. Oczywi±cie id jest bijekcj¡, zatem na mocy Wniosku 3.51 operator odwrotny id :
(X, ‖ · ‖1)→ (X, ‖ · ‖2) jest ograniczony. Czyli

∃c2>0 ∀x∈X ‖x‖2 ≤ c2‖x‖1,

co oznacza, »e norma ‖ · ‖2 jest sªabsza, ni» ‖ · ‖1. Zatem normy te s¡ równowa»ne.

Zaªo»enie o zupeªno±ci X i Y w powy»szych Twierdzeniach jest istotne!

Przykªad 3.53. Na przestrzeni X = L2[0, 1], korzystaj¡c z nierówno±ci Schwartza, mamy

‖x‖1 =

∫ 1

0

1 · |x(t)|dt ≤
(∫ 1

0

1dt

) 1
2
(∫ 1

0

|x(t)|2dt
) 1

2

= ‖x‖2.

Czyli norma ‖ · ‖1 jest sªabsza, ni» norma ‖ · ‖2. Normy ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 s¡ porównywalne na
X, ale nie s¡ równowa»ne, bo X w normie ‖ · ‖2 jest przestrzeni¡ zupeªn¡, a w normie ‖ ·
‖1 nie jest (domkni¦cie L2[0, 1] ⊆ L1[0, 1] w normie ‖ · ‖1 daje caª¡ przestrze« L1[0, 1]). W
szczególno±ci, operator identyczno±ciowy id : (X, ‖·‖2)→ (X, ‖·‖1) jest odwracalnym operatorem
ograniczonym, ale nie jest otwarty i operator do niego odwrotny nie jest ograniczony.

Jako kolejny wa»ny wniosek z Twierdzenia Banacha o odwzorowaniu otwartym otrzymujemy
Twierdzenie Banacha o wykresie domkni¦tym.

De�nicja 3.54. Wykresem funkcji f : X → Y nazywamy zbiór

Γ(f) := {(x, f(x)) : x ∈ X} ⊆ X × Y.

Lemat 3.55. Wykres funkcji ci¡gªej mi¦dzy przestrzeniami metrycznymi jest domkni¦ty:(
f : X → Y funkcja ci¡gªa
X, Y przestrzenie metryczne

)
=⇒ Γ(f) domkni¦ty w X × Y.

Dowód. Je±li (x0, y0) jest punktem skupienia wykresu Γ(f), to istnieje ci¡g (xn, yn) ∈ Γ(f) taki,
»e (xn, yn)→ (x0, y0). Ale z de�nicji wykresu yn = f(xn). Natomiast z ci¡gªo±ci funkcji

f(x0) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

yn = y0.

Czyli (x0, y0) ∈ Γ(f).

Na ogóª implikacja odwrotna do tej w Lemacie 3.55 nie zachodzi:

Niech X = Y = R oraz f(x) =

{
1
x
, x 6= 0,

0, x = 0.

Funkcja f nie jest ci¡gªa, a jej

wykres Γ(f) jest domkni¦ty w R2.

Banach wykazaª, »e dla operatorów liniowych mi¦dzy przestrzeniami Banacha, implikacj¦ z
Lematu 3.55 mo»na odwróci¢.
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Twierdzenie 3.56 (Twierdzenie Banacha o wykresie domkni¦tym). Operator liniowy T : X →
Y mi¦dzy dwiema przestrzeniami Banacha X i Y jest ograniczony (ci¡gªy) wtedy i tylko wtedy,
gdy ma domkni¦ty wykres.

Dowód. Na mocy Lematu 3.55 trzeba jedynie pokaza¢, »e operator liniowy z domkni¦tym wy-
kresem jest ograniczony. Zaªó»my wi¦c, »e wykres Γ(T ) jest domkni¦ty w X × Y . Zauwa»my,
»e

1) X × Y jest przestrzeni¡ Banacha z norm¡ ‖(x, y)‖X×Y := ‖x‖X + ‖y‖Y (� sprawdzi¢);

2) Γ(T ) jest domkni¦t¡ podprzestrzeni¡ liniow¡ w X × Y (� sprawdzi¢).

Zatem Γ(T ) jest przestrzeni¡ Banacha z norm¡ ‖ · ‖X×Y . Rzuty

P1 : Γ(T )→ X, gdzie P1(x, Tx) = x,

P2 : Γ(T )→ Y, gdzie P2(x, Tx) = Tx,

s¡ liniowe i ograniczone, bo

‖P1(x, Tx)‖X = ‖x‖X ≤ ‖x‖X + ‖Tx‖Y = ‖(x, Tx)‖X×Y =⇒ ‖P1‖ ≤ 1,

‖P2(x, Tx)‖Y = ‖Tx‖Y ≤ ‖x‖X + ‖Tx‖Y = ‖(x, Tx)‖X×Y =⇒ ‖P2‖ ≤ 1.

Zauwa»my, »e operator P1 jest odwracalny. Zatem na mocy Twierdzenia Banacha o odwzorowaniu
otwartym (patrz Wniosek 3.51) operator odwrotny

P−1
1 : X → Γ(T ), gdzie P−1

1 (x) = (x, Tx)

jest operatorem ograniczonym. St¡d operator

T = P2 ◦ P−1
1

jest ograniczony jako zªo»enie operatorów ograniczonych.

Uwaga 3.57. Ograniczono±¢ (ci¡gªo±¢) operatora liniowego T : X → Y oznacza, »e xn → x
implikuje Txn → Tx. Natomiast domkni¦to±¢ wykresu oznacza, »e xn → x oraz Txn → y
implikuje Tx = y. Znaczenie twierdzenia o wykresie domkni¦tym polega na tym, »e sprawdzaj¡c,
czy xn → x implikuje Txn → Txmo»emy zaªo»y¢, »e Txn zbiega do czego± i trzeba tylko pokaza¢,
»e granica jest odpowiednia.
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Rozdziaª 4

Teoria spektralna

W tym rozdziale omówimy poj¦cie widma (spektrum) operatora ograniczonego. W przypadku
przestrzeni nad ciaªem liczb rzeczywistych teoria spektralna nie ma dobrych wªasno±ci (np.
widmo operatora mo»e by¢ puste). Ponadto wspóªcze±nie teori¦ spektraln¡ rozwija si¦ gªów-
nie w j¦zyku algebr Banacha, gdzie na operatory ograniczone na konkretnej przestrzeni Banacha
patrzy si¦ jak na elementy algebry, któr¡ te operatory tworz¡ (zapominaj¡c o przestrzeni na
której dziaªaj¡). Dlatego w tym rozdziale b¦dziemy gªównie rozpatrywa¢ przestrzenie zespolone
i zespolone algebry Banacha.

4.1 Algebry Banacha i elementy odwracalne

Niech X b¦dzie przestrzeni¡ Banacha nad ciaªem F = R,C. Jak wiemy (patrz Twierdzenie 1.73),
przestrze« ograniczonych operatorów liniowych B(X) wraz z dziaªaniami okre±lonymi punktowo
i norm¡ operatorow¡ jest przestrzeni¡ Banacha. Zauwa»my, »e B(X) jest nie tylko przestrzeni¡
liniow¡, ale te» algebr¡ z mno»eniem zde�niowanym jako zªo»enie operatorów. Rzeczywi±cie, zªo-
»enie operatorów ograniczonych jest operatorem ograniczonym i norma zªo»enia jest nie wi¦ksza,
ni» iloczyn skªadników:

T, S ∈ B(X) =⇒ T ◦ S ∈ B(X) oraz ‖T ◦ S‖ ≤ ‖T‖ · ‖S‖

bo ‖T ◦S‖ = sup‖x‖=1 ‖T (Sx)‖ ≤ sup‖x‖=1 ‖T‖‖(Sx)‖ = ‖T‖ · ‖S‖. Co wi¦cej operator identycz-
no±ciowy 1 ∈ B(X) jest jedynk¡ w tej algebrze: 1 ◦ T = T ◦ 1 = T , oraz ‖1‖ = 1. Wªasno±ci te
s¡ podstawowymi elementami de�nicji algebr Banacha:

De�nicja 4.1. Algebr¡ nad ciaªem F = R,C nazywamy przestrze« liniow¡ A nad F wyposa»on¡
dodatkowo w operaj¦ mno»enia · : A×A→ A, która jest ª¡czna, rodzielna wzgl¦dem dodawania
i ª¡czna ze wzgl¦du mno»enie skalarne, tzn.:

(a ·b) ·c = a · (b ·c), (a+b) ·c = a ·c+b ·c, a · (b+c) = a ·b+a ·c, (λa) ·b = a · (λb) = λ(a ·b),

dla dowolnych a, b, c ∈ A, λ ∈ F. Innymi sªowy, algebra to jednocze±nie przestrze« liniowa oraz
pier±cie« ª¡czny, gdzie struktury te s¡ ze sob¡ zgodne:

algebra ≡
(

przestrze« liniowa +
pier±cie« + ª¡czno±¢

)
.

Uwaga 4.2. Zwyczajowo znak mno»enia w algebrze b¦dziemy opuszcza¢.
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De�nicja 4.3. Algebr¡ Banacha nad ciaªem F = R,C nazywamy przestrze« Banacha A, która
jest jednocze±nie algebr¡ nad F oraz norma jest submultiplikatywna, tzn.

‖a · b‖ ≤ ‖a‖ · ‖b‖, a, b ∈ A.

Je±li dodatkowo mno»enie w algebrze A posiada element neutralny, to element ten nazywamy
jedynk¡ algebry i oznaczamy przez 1. Zwyczajowo zakªadamy wtedy te», »e ‖1‖ = 1.

Uwaga 4.4. Submultiplikatywno±¢ normy implikuje, »e mno»enie · : A × A → A w algebrze
Banacha jest ci¡gªe.

Przykªad 4.5 (Algebry operatorów ograniczonych). Przestrze« liniowych operatorów ograni-
czonych B(X), na dowolnej przestrzeni Banacha X, jest algebr¡ Banacha z mno»eniem zde�-
niowanym jako zªo»enie operatorów. Algebra B(X) jest nieprzemienna, o ile tylko dim(X) > 1.
W szczególno±ci, algebr¡ Banacha jest ka»da domkni¦ta podalgebra A ⊆ B(X). Jak wyka»emy
poni»ej (Stwierdzenie 4.12) ka»da algebra Banacha, z dokªadno±ci¡ do izomorfzimu, jest tej po-
staci.

Przykªad 4.6 (Algebry funkcji ci¡gªych). Przestrze« funkcji ci¡gªych i znikaj¡cych w niesko«-
czono±ci C0(M) na przestrzeni topologicznej M , jest algebr¡ Banacha z mno»eniem zde�niowa-
nym punktowo

(a · b)(t) := a(t)b(t), a, b ∈ C0(M).

Zauwa»my, »e tak zde�niowane mno»enie jest przemienne, tzn. a · b = b · a dla dowolnych a, b ∈
C0(M). Innymi sªowy, algebra C0(M) jest przemienna. Zauwa»my, »e algebra C0(M) ma jedynk¦
wtedy i tylko wtedy, gdy przestrze« M jest zwarta i wtedy jedynk¡ jest funkcja to»samo±ciowa
równa jeden (� pokaza¢).

Przykªad 4.7 (Algebra splotowa L1(R)). Przestrze« L1(R) funkcji caªkowalnych wzgl¦dem
miary Lebesgue'a na prostej R jest algebr¡ Banacha wraz z mno»eniem splotowym:

(f ? g)(t) :=

∫ ∞
−∞

f(t− s)g(s) ds, t ∈ R, f, g ∈ L1(R).

Na przykªad, dla f, g ∈ L1(R) mamy

‖f ? g‖1 =

∫ ∞
∞

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

f(t− s)g(s) ds

∣∣∣∣ dt ≤ ∫ ∞
∞

∫ ∞
−∞
|f(t− s)g(s)| ds dt

{
zmiana kolejno±ci

caªkowania

}
=

∫ ∞
∞
|g(s)|

∫ ∞
−∞
|f(t− s)| dt ds =

∫ ∞
∞
|g(s)|‖f‖1 ds

= ‖g‖1‖f‖1.

Zatem iloczyn jest poprawnie okre±lony i norma w L1(R) jest dla mno»enia splotowego submul-
tiplikatywna. Algebra L1(R) z mno»eniem splotowym jest przemienna i nie posiada jedynki.

Uwaga 4.8. Przypomnijmy z rachunku prawdopodobie«stwa, »e je»eli f i g s¡ g¦sto±ciamy
rozkªadów niezale»nych zmiennych losowych X i Y , to splot f ? g jest g¦sto±ci¡ rozkªadu sumy
X + Y tych zmiennych.

Przykªad 4.9 (Algebry grupowe). Niech G b¦dzie grup¡ dyskretn¡ (bez topologii). Przestrze«
`1(G) funkcji sumowalnych na G jest algebr¡ Banacha wraz z mno»eniem splotowym:

(a ? b)(g) :=
∑
h∈G

a(gh−1)b(h), g ∈ G, a, b ∈ `1(G).
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Analogicznie jak w Przykªadzie 4.7 mo»na pokaza¢, »e splot jest poprawnie okre±lony i norma w
`1(G) jest ze wzgl¦du na« submultiplikatywna (� pokaza¢). Algebra ta ma jedynk¦ 1 : G→ F,
która przyjmuje warto±¢ 1 w elemencie neutralnym e ∈ G grupy G, a w pozostaªych punktach
si¦ zeruje. Algebra `1(G) jest przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G jest przemienna.

Przykªad 4.10 (Algebra z mno»eniem zerowym). Na dowolnej przestrzeni Banacha X mo»na
zde�niowa¢ mno»enie wzorem x ·y := 0 dla wszystkich x, y ∈ X. Wtedy X jest algebr¡ Banacha.
Jest to algebra przemienna i jest to skrajny przypadek algebry bez jedynki.

Do ka»dej algebry Banacha mo»na w kanoniczny sposób doda¢ jedynk¦ - proces taki nazywa
si¦ czasem �ujedynkowieniem�. Pozwala to sprowadzi¢ wi¦kszo±¢ rozwa»a« do algebr z jedynk¡.
Homomor�zm algebr to odwzorowanie liniowe i multiplikatywne, tzn. zachowuj¡ce mno»enie
elementów.

Lemat 4.11 (Ujedynkowienie algebry Banacha). Niech A b¦dzie algebr¡ Banacha (z jedynk¡ lub

bez) nad ciaªem F. Wtedy suma prosta Ã := A⊕ F wraz z mno»eniem i norm¡

(a, λ) · (b, µ) := (ab+ λb+ µa, λµ), ‖(a, λ)‖ := ‖a‖+ |λ|,

a, b ∈ A, λ, µ ∈ F, jest algebr¡ Banacha z jedynk¡ dan¡ przez element (0, 1) oraz tak¡, »e

przyporz¡dkowanie A 3 a 7→ (a, 0) ∈ Ã jest izometrycznym homomor�zmem algebr.

Dowód. Dowód skªada si¦ z prostych rachunków � .

Ka»d¡ algebr¦ Banacha A mo»na traktowa¢ jako algebr¦ operatorów na pewnej przestrzeni
Banacha. Dlatego te» elementy algebry Banacha czasem nazywa si¦ operatorami.

Stwierdzenie 4.12. Dla dowolnej algebry Banacha A istnieje izometryczny homomor�zm π :
A → B(X), gdzie X jest pewn¡ przestrzeni¡ Banacha. Czyli A zanurza si¦ jako domkni¦ta
podalgebra w algebr¦ operatorów ograniczonych B(X) na przestrzeni Banacha X.

Dowód. Przechodz¡c ewentualnie do ujedynkowienia A, patrz Lemat 4.11, mo»emy zaªo»y¢, »e
A jest algebr¡ z jedynk¡ 1 ∈ A. Rozwa»my X := A jako przestrze« Banacha. Korzystaj¡c z
mno»enia w A mo»emy zde�niowa¢ π wzorem

π(a)x := a · x, a ∈ A, x ∈ X = A.

Z rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem dodawania i ª¡czno±ci wynika od razu, »e π(a) jest operato-
rem liniowym na X. Ponadto korzystaj¡c z submultiplikatywno±ci normy w A mamy

‖π(a)‖ = sup
‖x‖=1

‖π(a)x‖ = sup
‖x‖=1

‖a · x‖ ≤ sup
‖x‖=1

‖a‖‖x‖ = ‖a‖.

Czyli ‖π(a)‖ ≤ ‖a‖. Z drugiej strony skoro ‖1‖ = 1, to ‖π(a)‖ ≥ ‖π(a)1‖ = ‖a · 1‖ = ‖a‖.
Zatem ‖π(a)‖ = ‖a‖. St¡d π : A→ B(X) jest poprawnie zde�niowan¡ izometri¡. Z rozdzielno±ci
mno»enia wzgl¦dem dodawania i ª¡czno±ci wynika wprost, »e π jest homomor�zmem algebr.

Od tej pory b¦dziemy zakªada¢, »e

rozwa»ane przez nas algebry Banacha maj¡ jedynk¦,

gdy» b¦d¡ nas interesowa¢ elementy odwracalne.
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De�nicja 4.13. Niech A b¦dzie algebr¡ Banacha z jedynk¡ 1 ∈ A. Zbiór elementów odwracalnych
w A oznaczamy przez

Inv(A) := {a ∈ A : ∃b∈A ab = ba = 1}

Je»eli a ∈ Inv(A) i b ∈ A speªaniaj¡ ab = ba = 1 to piszemy b = a−1 i nazywamy go elementem
odwrotnym do a (element odwrotny jest jednoznacznie wyznaczony przez a).

Uwaga 4.14. Inv(A) tworzy grup¦, której elementem neutralnym jest 1 ∈ A. W szczególno±ci

a, b ∈ Inv(A) =⇒

{
a−1 ∈ Inv(A) oraz (a−1)−1 = a,

ab ∈ Inv(A) oraz (ab)−1 = b−1a−1.

Przykªad 4.15. Je±li A = B(X), gdzie X to przestrze« Banacha, to

Inv(B(X)) = {T ∈ B(X) : T : X → X bijekcja}.

Rzeczywi±cie, ka»dy element T odwracalny w B(X) jest funkcj¡ odwracaln¡, bo zªo»enia TT−1 =
T−1T = 1 daj¡ operator identyczno±ciowy. Na odwrót je»eli operator ograniczony T ∈ B(X) jest
odwzorowaniem odwracalnym, to odwzorowanie odwrotne T−1 jest operatorem ograniczonym na
mocy Twierdzenia Banacha o odwzorowaniu otwartym, patrz Wniosek 3.51.

Przykªad 4.16. Je±li A = C(M), gdzie M przestrze« zwarta. Wtedy

Inv(C(M)) = {a ∈ C(M) : a(t) 6= 0 dla ka»dego t ∈M}.

Rzeczywi±cie, jedynk¡ w C(M) jest funkcja stale równa jeden, 1(t) = 1 dla t ∈ M . Zatem je±li
element a ∈ C(M) jest odwracalny to a(t)a−1(t) = 1 dla ka»dego t ∈ M , sk¡d a(t) 6= 0 dla
t ∈ M . Na odwrót, je±li a(t) 6= 0 dla t ∈ M , to kªad¡c a−1(t) := a(t)−1 dla t ∈ M otrzymujemy
funkcj¦ ci¡gª¡ a−1 ∈ C(M) oraz aa−1 = 1, wi¦c a ∈ Inv(C(M)).

Dobrze znany ze szkoªy wzór na sum¦ szeregu geometrycznego mówi, »e dla ka»dej liczby
t ∈ F takiej, »e |t| < 1 zachodzi

∞∑
k=0

tk =
1

1− t
= (1− t)−1.

Uogólnienie tego wzoru na elementy algebr Banacha jest podstawowym faktem, za pomoc¡ któ-
rego mo»na wywnioskowa¢ najwa»niejsze wªasno±ci zbioru elementów odwracalnych i operacji
odwracania. W literaturze fakt ten nazywa si¦ Lematem Neumanna.1

Pot¦gi elementu a algebry A de�niujemy w oczywisty sposób wykorzystuj¡c mno»enie z A,
tzn. an := a · ... · a︸ ︷︷ ︸

n razy

dla n > 1 oraz a0 := 1.

Lemat 4.17 (Lemat Neumanna). Niech A b¦dzie algebr¡ Banacha z jedynk¡ 1 ∈ A.

∀
a∈A
‖a‖ < 1 =⇒ 1− a ∈ Inv(A) oraz (1− a)−1 =

∞∑
k=0

ak.

1Chodzi tu o Carla Neumanna (1832�1925), a nie Johna von Neumanna (1903 �1957)
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Dowód. Niech ‖a‖ < 1 i poªó»my Sn =
∑n

k=0 a
k. Dla m > n mamy

‖Sm − Sn‖ = ‖
m∑

k=n+1

ak‖ ≤
m∑

k=n+1

‖ak‖ ≤
∞∑

k=n+1

‖a‖k =
‖a‖n+1

1− ‖a‖
n→∞−→ 0.

Czyli ci¡g sum cz¦±ciowych {Sn}∞n=1 jest ci¡giem Cauchy w A, a zatem jest on zbie»ny. Innymi
sªowy, szereg

∑∞
k=0 a

k = limn→∞
∑n

k=0 a
k ∈ A jest zbie»ny. Zauwa»my dalej, »e skoro ‖an‖ ≤

‖a‖n → 0, to an → 0 i st¡d

(1− a)
∞∑
k=0

ak = lim
n→∞

(1− a)
n∑
k=0

ak = lim
n→∞

n∑
k=0

ak −
n∑
k=0

ak+1 = lim
n→∞

1− an+1 = 1.

Analogicznie otrzymujemy
∑∞

k=0 a
k(1− a) = 1. St¡d (1− a)−1 =

∑∞
k=0 a

k.

Wniosek 4.18. Elementy oddalone od 1 ∈ A o mniej ni» jeden s¡ odwracalne:

{a ∈ A : ‖1− a‖ < 1}︸ ︷︷ ︸
kula jednostkowa o
±rodku w 1 ∈ A

⊆ Inv(A).

Dowód. Je±li ‖1− a‖ < 1, to a = 1− (1− a) ∈ Inv(A) na mocy Lematu Neumanna.

Twierdzenie 4.19. Dla ka»dej algebry Banacha A z jedynk¡ 1 ∈ A zbiór elementów odwracal-
nych Inv(A) jest otwarty w A. Z Lematy Ponadto, odwzorowanie Inv(A) 3 a 7→ a−1 ∈ Inv(A)
jest ró»niczkowalne (a wi¦c jest dyfeomor�zmem, bo jest samo do siebie odwrotne).

Dowód. Aby wykaza¢, »e Inv(A) jest zbiorem otwartym trzeba pokaza¢, »e dla ka»dego a ∈
Inv(A) istnieje ε > 0 taki, »e

K(a, ε) = {b ∈ A : ‖a− b‖ < ε} ⊆ Inv(A). (4.1)

Z Lematu Neumanna wiemy, »e K(1, 1) ⊆ Inv(A) i skoro iloczyn elementów odwracalnych jest
odwracalny to a ·K(1, 1) ⊆ Inv(A). Ponadto twierdzimy, »e

K(a, ‖a−1‖−1) ⊆ a ·K(1, 1)

co dowodzi (4.1) z ε := ‖a−1‖−1. Rzeczywi±cie, je±li b ∈ K(a, ‖a−1‖−1), to

b = a− (a− b) = a(1− a−1(a− b))

oraz
‖a−1(a− b)‖ ≤ ‖a−1‖ · ‖a− b‖ < ‖a−1‖ · ‖a−1‖−1 = 1.

Czyli b = a(1− a−1(a− b)) ∈ aK(1, 1) ⊆ Inv(A). Dokªadniej, z Lematu 4.17 wynika, »e

[1− a−1(a− b)]−1 =
∞∑
k=0

[a−1(a− b)]k oraz b−1 =
∞∑
k=0

[a−1(a− b)]ka−1.

Zatem Inv(A) jest zbiorem otwartym.
Rozwa»my teraz odwzorowanie F : Inv(A)→ Inv(A), gdzie F (a) := a−1. Zauwa»my, »e jest to

odwzorwanie odwracalne i F−1 = F , bo F 2(a) = (a−1)−1) = a (innymi sªowy F jest inwolucj¡).
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Aby wykaza¢, »e F jest ró»niczkowalne w punkcie a ∈ Inv(A) trzeba znale¹¢ operator liniowy
F ′(a) : A→ A taki, »e

lim
b→a

‖F (a)− F (b)− F ′(a)(a− b)‖
‖a− b‖

= 0.

Poªó»my, F ′(a)c := −a−1ca−1, dla c ∈ A (podpopowiedzi¡, mo»e tu by¢ przypadek jednowymia-
rowy, gdy f(t) = t−1 wtedy f ′(t) = −t−2, czyli f ′(t)h = −t−2h). Wtedy F ′(a) : A→ A liniowy i
ograniczony, ‖F ′(a)‖ ≤ ‖a−1‖2. Dla b ∈ K(a, ‖a−1‖−1), jak wy»ej, mamy

‖F (a)− F (b)− F ′(a)(a− b)‖ = ‖a−1 −
∞∑
k=0

[a−1(a− b)]ka−1 + a−1(a− b)a−1‖

= ‖
∞∑
k=2

[a−1(a− b)]ka−1‖ ≤
∞∑
k=2

‖[a−1(a− b)]ka−1‖

≤
∞∑
k=2

‖a−1‖k+1‖a− b‖k
‖a−b‖
‖a−1‖−1<1

=
‖a−1‖3‖a− b‖2

1− ‖a−1‖‖a− b‖
.

St¡d

lim
b→a

‖F (a)− F (b)− F ′(a)(a− b)‖
‖a− b‖

≤ lim
b→a

‖a−1‖3‖a− b‖
1− ‖a−1‖‖a− b‖

= 0.

4.2 Widmo i promie« spektralny

W caªym podrozdziale zakªadamy, »e A jest algebr¡ Banacha z jedynk¡ 1.

De�nicja 4.20. Widmem (spektrum) elementu a ∈ A algebry Banacha z jedynk¡ 1 ∈ A nad
ciaªem F nazywamy nast¦puj¡cy zbiór liczb

σ(a) := {λ ∈ F : a− λ1 /∈ Inv(A)}.

Przykªad 4.21 (Widmo operatora dziaªaj¡cego na przestrzeni Banacha). Je±li A = B(X), gdzie
X to przestrze« Banacha, to Inv(B(X)) = {T ∈ B(X) : T : X → X bijekcja}, patrz Przykªad
4.15. Zatem widmo operatora T ∈ B(X) wyra»a si¦ formuª¡

σ(T ) := {λ ∈ F : T − λ1 : X → X odwzorowanie nieodwracalne}.

Czyli λ ∈ σ(T ) wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi który± z warunków:

a) T − λ1 nie jest injekcj¡. To zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ker(T − λ1) 6= {0}, tzn. gdy
istnieje x ∈ X ró»ny od zera taki, »e Tx = λx, czyli λ jest warto±ci¡ wªasn¡ dla T .

b) T − λ1 nie jest surjekcj¡.

W przypadku, gdy przestrze« X jest niesko«czenie wymiarowa ªatwo znale¹¢ operatory, które s¡
ró»nowarto±ciowe, ale nie surjektywne (np. operator przesuni¦cia, Przykªad 2.79). Je±li jednak
dim(X) < ∞, to z racji na równo±¢ dim(X) = dim(T (X)) + dim(kerT ), która zachodzi dla
dowolnego T ∈ B(X), powy»sze warunki a) i b) s¡ równowa»ne. Zatem

dim(X) <∞ =⇒ σ(T ) = {λ ∈ F : ker(T − λ1) 6= {0}} − zbiór warto±ci wªasnych.

Przypomnijmy te», »e je±li dim(X) = n < ∞, to ustalaj¡c baz¦ w X otrzymujemy izomor�zm
algebr B(X) ∼= Mn(F) i wtedy odwracalno±¢ T ∈ Mn(F) jest równowa»na niezerowaniu si¦
wyznacznika det(T ) macierzy T . Zatem

B(X) ∼= Mn(F) =⇒ σ(T ) = {λ ∈ F : det(T − λ1) = 0}.
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Przykªad 4.22 (Widmo elementu algebry funkcji). Niech A = C(M), gdzie M przestrze«
zwarta. Wtedy Inv(C(M)) = {a ∈ C(M) : a(t) 6= 0 dla ka»dego t ∈ M}, patrz Przykªad 4.16.
Zatem widmo a ∈ C(M) jest obrazem tej funkcji

σ(a) = {λ ∈ F : ∃t∈M (a− λ1)(t) = 0)} = {λ ∈ F : ∃t∈M a(t) = λ} = a(M).

Powy»szy przykªad pozwala interpretowa¢ widmo elementu
algebry Banacha jako uogólnienie obrazu funkcji. Jest to
zgodne z interpretacj¡ �zyczn¡ widma. Mianowicie, w mecha-
nice klasycznej wielko±ci �zyczne s¡ opisywane przez funkcje.
Natomiast w mechanice kwantowej wielko±ci �zyczne opisy-
wane s¡ przez operatory, a ich widmo odpowiada temu co
badaczka (badacz) widzi na spektroskopie badaj¡c dan¡ wiel-
ko±¢.

My±lenie o widmie operatora jako o obrazie �funkcji liczbowej� (któr¡ ten operator zast¦puje)
ma równie» swoje umocowanie matematyczne. Mianowicie, jak zobaczymy poni»ej operatory
mo»na w naturalny sposób skªada¢ z funkcjami liczbowymi (analitycznymi w przypadku ogólnym
i ci¡gªymi w przypadku operatorów normalnych) okre±lonymi na widmie, co prowadzi do tak
zwanego rachunku funkcyjnego dla operatorów.

Obraz funkcji ci¡gªej na przestrzeni zwartej jest zbiorem zwartym, i tak te» jest w przypadku
widma. Ponadto widmo jest zawsze zbiorem niepustym je±li rozpatrujemy przestrzenie nad ciaªem
liczb zespolonych C.

Twierdzenie 4.23. Widmo σ(a) dowolnego elementu a ∈ A algebry Banacha A jest zbiorem
zwartym (domkni¦tym i ograniczonym), zawartym w {λ ∈ F : |λ| ≤ ‖a‖}:

σ(a) ⊆ {λ ∈ F : |λ| ≤ ‖a‖},

oraz niepustym je±li F = C.

Dowód. Zauwa»my, »e dla funkcji Fa : F→ A danej wzorem Fa(λ) := a− λ1, λ ∈ F, zachodzi

F \ σ(a) = {λ ∈ F : a− λ1 ∈ Inv(A)} = F−1
a (Inv(A)).

Jasne jest, »e funkcja Fa jest ci¡gªa. Natomiast zbiór Inv(A) jest otwarty w A na mocy Twier-
dzenia 4.19. Zatem przeciwobraz F−1

a (Inv(A)) jest zbiorem otwartym w F, sk¡d jego dopeªnienie,
czyli widmo σ(a) jest zbiorem domkni¦tym.

Zaªó»my teraz, »e |λ| > ‖a‖ ≥ 0. Wtedy λ 6= 0 oraz ‖λ−1a‖ < 1. St¡d

a− λ1 = −λ︸︷︷︸
6=0

(1− λ−1a)︸ ︷︷ ︸
∈Inv(A)

∈ Inv(A)

na mocy Lematu Neumanna (Lemat 4.17). Czyli λ /∈ σ(a). Wykazana implikacja jest równowa»na
inkluzji σ(a) ⊆ {λ ∈ F : |λ| ≤ ‖a‖}. W szczególno±ci, widmo jest zbiorem domkni¦tym i
ograniczonym, a wi¦c zwartym.

Niech teraz F = C i zaªó»my nie wprost, »e σ(a) = ∅. Wtedy wzór Ra(λ) = (a − λ1)−1

de�niuje funkcj¦ (nazywan¡ rezolwent¡ elementu a) na caªej pªaszczy¹nie zespolonej:

Ra : C→ A.

Ponadto funkcja ta ma nast¦puj¡ce wªasno±ci:

79



1) Ra jest ró»niczkowalna w ka»dym punkcie. Rzeczywi±cie Ra jest zªo»eniem dwóch funkcji
ró»niczkowalnych C 3 λ 7→ Fa(λ) = a − λ1 ∈ A oraz Inv(A) 3 b 7→ b−1 ∈ Inv(A).
Ró»niczkowalno±¢ Fa jest jasna. Natomiast ró»niczkowalno±¢ operacji odwracania zostaªa
wykazana w Twierdzeniu 4.19.

2) Ra zbiega do zera w niesko«czono±ci. Rzeczywi±cie, dla |λ| > ‖a‖, mamy

‖Ra(λ)‖ = ‖(a− λ1)−1‖ =
1

|λ|
‖(1− λ−1a)−1‖ Lemat Neumanna

=====
1

|λ|
‖
∞∑
n=0

(λ−1a)n‖

≤ 1

|λ|

∞∑
n=0

‖λ−1a‖n =
1

|λ|
· 1

1− |λ|−1‖a‖
=

1

|λ| − ‖a‖
−→ 0, gdy |λ| → ∞.

Twierdzenie Liouville'a gªosi, »e ka»da funkcja caªkowita, to jest funkcja zmiennej zespolonej,
która jest analityczna na caªej pªaszczy¹nie zespolonej, która jest ograniczona, jest staªa. Warunki
1) i 2) implikuj¡, »e funkcja Ra jest caªkowita i ograniczona, a co wi¦cej w niesko«czono±ci zbiega
do zera. Zatem na mocy Twierdzenia Liouville'a Ra jest funkcj¡ staª¡ to»samo±ciowo równ¡ zero:

Ra ≡ 0.

Prowadzi to do sprzeczno±ci z faktem, »e Ra(0) = a−1, bo operator odwracalny nie mo»e by¢
zerem. E

Powy»sze zastosowanie Twierdzenia Liouville'a wymaga pewnego uzasadnienia, gdy» jego kla-
syczne sformuªowanie dotyczy funkcji o warto±ciach zespolonych. Natomiast rezolwenta Ra jest
funkcj¡ zmiennej zespolonej o warto±ciach operatorowych (w algebrze Banacha A). Zauwa»my
jednak, »e dla dowolnego funkcjonaªu f ∈ A∗, z przestrzeni dualnej do przestrzeni Banacha A,
na mocy warunków 1), 2) funkcja

C 3 λ 7−→ f(Ra(λ)) ∈ C

jest ró»niczkowalna w sensie zespolonym (a wi¦c analityczna) i znika w niesko«czono±ci. Zatem
na mocy klasycznego Twierdzenia Liouville'a f(Ra(λ)) = 0 dla ka»dego λ ∈ C i f ∈ A∗. Jako
»e funkcjonaªy z A∗ rozdzielaj¡ elementy A, patrz Wniosek 3.6, otrzymujemy, »e Ra(λ) = 0 dla
ka»dego λ ∈ C.

Uwaga 4.24. W dowodzie niepusto±ci widma zastosowali±my Twierdzenia Liouville'a, które nie
zachodzi w przypadku rzeczywistym. W przypadku operatorów na przestrzeni sko«czenie wy-
miarowych niepusto±¢ widma mo»na wykaza¢ korzystaj¡c z Zasadniczego Twierdzenia Algebry,
które równie» nie zachodzi w przypadku rzeczywistym.

Przykªad 4.25. Niech A ∼= Mn(F), por. Przykªad 4.21. Wielomian charakterstyczny macierzy
a ∈ A jest dany wzorem pa(λ) = det(a− λ1). Zatem jest to wielomian co najwy»ej stopnia n o
wyrazach z ciaªa F: pa(λ) = αnλ

n+ ...+α1λ+α0, αi ∈ F, i = 1, ..., n. Natomiast widmo elementu
a skªada si¦ z pierwiastków tego wielomianu:

σ(a) = {λ ∈ F : αnλ
n + ...+ α1λ+ α0 = 0}.

W przypadku zespolonym powy»sze równanie charakterystyczne ma zawsze rozwi¡zanie (Zasad-
nicze Twierdzenie Algebry). W przypadku rzeczywistym zdarzy¢ si¦, »e widmo σ(a) b¦dzie zbio-

rem pustym. Na przykªad dla a :=

(
0 1
−1 0

)
mamy pa(λ) = det(a−λ1) = det

(
−λ 1
−1 −λ

)
=

λ2 + 1, sk¡d

σ(a) = {λ ∈ F : λ2 + 1 = 0} =

{
∅, je±li F = R,
{i,−i}, je±li F = C.
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Powy»sze rozwa»ania uzasadniaj¡ dlaczego teori¦ spektraln¡ rozwija si¦ w przypadku zespo-
lonym. Ogólnie teoria ta czerpie gar±ciami z teorii funkcji zespolonych i dlatego

od tej pory b¦dziemy zakªada¢, »e F = C!

To znaczy b¦dziemy zakªada¢, »e wszystkie przestrzenie i algebry Banacha s¡ rozpatrywane nad
ciaªem liczb zespolonych.

Rozwa»my wielomian p ∈ C[z], to znaczy niech p(z) = αnz
n + ... + α1z + α0, gdzie αi ∈ C,

i = 1, ..., n. Dla dowolnego elementu a ∈ A zespolonej algebry Banacha A z jedynk¡, de�niujemy
element p(a) ∈ A wzorem

p(a) := αna
n + ...+ α1a+ α01.

Poni»sze stwierdzenie jest jedn¡ z najprostszych wersji twierdzenia o odwozorowaniu spektral-
nym, które mówi, »e widmo funkcji od operatora jest obrazem widma przy tej funkcji. Czyli
mówi¡c krótko i obrazowo: �gdzie idzie operator, tam idzie jego widmo�.

Stwierdzenie 4.26 (Twierdzenie o odwzorowanie spektralnym). Dla dowolnego wielomianu p ∈
C[z] i elementu a ∈ A zespolonej algebry Banacha z jedynk¡ 1 ∈ A, mamy

σ(p(a)) = p(σ(a)).

Dowód. Niech λ ∈ C. Zapiszmy wielomian p(z)−λ w postaci iloczynowej (na mocy Zasadniczego
Twierdzenia Algebry ka»dy wielomian o wspóªczynikach zespolonych ma posta¢ iloczynow¡). To
znaczy, niech λ0, λ1, ..., λn ∈ C, n ≥ 0, takie, »e

p(z)− λ = λ0(z − λ1) · ... · (z − λn).

Liczby λ1, ..., λn s¡ rozwi¡zaniami równania p(z) = λ. Nietrudno spostrzec, »e powy»sze równanie
ma swój analogon operatorowy

p(a)− λ1 = λ0(a− λ11) · ... · (a− λn1).

Je±li λ0 = 0, to p ≡ λ i st¡d σ(p(a)) = σ(λ1) = {λ} = p(σ(a)). Zaªó»my, zatem »e λ0 6= 0.
Wtedy odwracalno±¢ p(a)−λ1 jest równowa»na odwracalno±ci iloczynu (a−λ11) · ... · (a−λn1),
która jest z kolei równowa»na odwracalno±ci ka»dego ze skªadników, gdy» s¡ one przemienne (�
sprawdzi¢). Czyli

p(a)− λ1 ∈ Inv(A) ⇐⇒ ∀i=1,...,n (a− λi1) ∈ Inv(A).

St¡d

λ ∈ σ(p(a))⇐⇒ ∃i=1,...,n λi ∈ σ(a)⇐⇒ σ(a) ∩ {λ1, ..., λn} 6= ∅
⇐⇒ σ(a) ∩ {z ∈ C : p(z) = λ} 6= ∅ ⇐⇒ ∃z∈σ(a) p(z) = λ

⇐⇒ λ ∈ p(σ(a)).

Zatem σ(p(a)) = p(σ(a)).

Jako »e widmo jest niepuste i zwarte, to zawsze istnieje w nim liczba o najwi¦kszym module.

De�nicja 4.27. Promieniem spektralnym elementu a ∈ A,
zespolonej algebry Banacha A z jedynk¡, nazywamy liczb¦

r(a) = max
λ∈σ(a)

|λ|.

Jest to najmniejszy promie« koªa o ±rodku w zerze, w którym
zawarte jest caªe widmo.

r(
a)

︷ ︸︸
︷

σ(a)
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Z Twierdzenia 4.23 wynika, »e promie« spektralny jest zawsze niewi¦kszy ni» norma da-
nego operatora: r(a) ≤ ‖a‖. Poni»szy, bardzo wa»ny, dokªadny wzór wyra»aj¡cy r(a) w j¦zyku
norm pot¦g operatora a jest de facto operatorow¡ wersj¡ wzoru Cauchy-Hadamarda ma promie«
zbie»no±ci szeregu pot¦gowego.

Twierdzenie 4.28 (Wzór Beurlinga-Gelfanda-Naimarka). Promie« spektralny elementu a ∈ A
wyra»a si¦ wzorem

r(a) = inf
n∈N
‖an‖

1
n = lim

n→∞
‖an‖

1
n .

Dowód. Niech λ ∈ σ(a). Wtedy λn ∈ σ(an) na mocy Stwierdzenia 4.26 i st¡d |λ|n ≤ ‖an‖ na
mocy Twierdzenia 4.23. Czyli |λ| ≤ ‖an‖ 1

n dla dowolnego λ ∈ σ(a) i n ∈ N. St¡d

r(a) ≤ inf
n∈N
‖an‖

1
n ≤ lim inf

n→∞
‖an‖

1
n .

Zatem wystarczy pokaza¢, »e
lim sup
n→∞

‖an‖
1
n ≤ r(a).

Przypomnijmy, »e rezolwenta C\σ(a) 3 λ 7−→ Ra(λ) = (a−λ1)−1 ∈ Inv(A) jest ró»niczkowalna.
Zatem kªad¡c ∆ := {λ ∈ C : |λ| > r(a)} dla dowolnego f ∈ A∗ funkcja

C \∆ 3 λ 7−→ f(Ra(λ)) ∈ C

jest holomor�czna, czyli posiada rozwini¦cie postaci

f(Ra(λ)) =
∞∑
k=1

λnλ
−n, λ ∈ C \∆,

gdzie λn ∈ C, n ∈ N, s¡ pewnymi ustalonymi wspóªczynnikami. Korzystaj¡c z Lematu Neu-
manna, je±li |λ| > ‖a‖, to

Ra(λ) = (a− 1λ)−1 = −λ−1
(
1− λ−1a

)−1
= −λ−1

∞∑
n=0

(
λ−1a

)n
=
∞∑
n=1

−an−1λ−n.

St¡d f(Ra(λ)) =
∑∞

n=1 f(−an−1)λn, czyli

λn = f(−an−1), n ∈ N.

Zatem dla ka»dego |λ| > r(a) szereg

f(Ra(λ)) =
∞∑
k=1

λnλ
−n =

∞∑
n=1

f(−an−1)λ−n =
∞∑
n=1

f(−an−1λ−n)

jest zbie»ny. W szczególno±ci ci¡g {f(an−1λ−n)}∞n=1 jest zbie»ny do zera. Skoro zachodzi to dla
dowolnego funkcjonaªu f ∈ A∗, to ci¡g {an−1λ−n}∞n=1 jest sªabo zbie»ny do zera, a wi¦c ograni-
czony na mocy Stwierdzenia 3.36 (które wynika z Twierdzenia Banacha-Steinhausa). St¡d ci¡g
{anλ−n}∞n=1 jest równie» ograniczony. Zatem

r(a) < |λ| =⇒ ∃
M>0

∀
n∈N
‖anλ−n‖ ≤M =⇒ ∀

n∈N
‖an‖

1
n ≤M

1
n |λ| =⇒ lim sup

n→∞
‖an‖

1
n ≤ |λ|.

St¡d lim supn→∞ ‖an‖
1
n ≤ r(a), co jak wyja±nilismy powy»ej ko«czy dowód.
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Uwaga 4.29. Zwró¢my uwag¦, »e widmo elementu a ∈ A jest zde�niowane w terminiach al-
gebraicznych - wykorzystuje tylko poj¦cie odwracalno±ci w A i w sposób jawny nie zale»y od
normy. W konsekwencji to samo dotyczy de�nicji promienia spektralnego r(a) = maxλ∈σ(a) |λ|.
Natomiast wzór Beurlinga-Gelfanda-Naimarka na odwrót, nie zale»y od struktury algebry A i
wyra»a r(a) jedynie w terminach norm pot¦g elementu a ∈ A.

Poni»sze przykªady pokazuj¡ m.in., »e na ogóª promie« spektralny jest ostro mniejszy od
normy operatora.

Przykªad 4.30. Je±li element a ∈ A jest nilpotentny, to znaczy an = 0 dla pewnego n ∈ N, to

r(a) = 0. Na przykªad, je±li A = M2(C) oraz a :=

(
0 1
0 0

)
, to ‖a‖ = 1, ale r(a) = 0, bo a2 = 0.

Przykªad 4.31. Przestrze« A = C(1)[0, 1] funkcji rózniczkowalnych w sposób ci¡gªy jest algebr¡
Banacha z operacjami zde�niowanymi punktowo i norm¡ ‖a‖ = maxt∈[0,1] |a(t)|+maxt∈[0,1] |a′(t)|.
Rozwa»my element dany wzorem a(t) := t, dla t ∈ [0, 1]. Wtedy an(t) = tn i st¡d ‖an‖ = 1 + n
dla n ∈ N. Zatem

r(a) = lim
n→∞

‖an‖
1
n = lim

n→∞
(1 + n)

1
n = 1 < 2 = ‖a‖.

Dla operatorów normalnych promie« spektralny i norma zawsze si¦ sobie równaj¡.

Stwierdzenie 4.32. Niech A = B(H), gdzie H przestrze« Hilberta. Je±li T ∈ B(H) jest opera-
torem normalnym (tzn. T ∗T = TT ∗), to

r(T ) = ‖T‖.

Dowód. Zaªó»my najpierw, »e T = T ∗ jest samosprz¦»ony. Wtedy T n = T ∗n dla ka»dego n ∈ N.
Korzystaj¡c z C∗-równo±ci, patrz Stwierdzenie 2.77, mamy

‖T n‖2 = ‖T ∗nT n‖ = ‖T 2n‖ dla n ∈ N.

St¡d dla dowolnego n > 0 otrzymujemy

‖T‖2n = ‖T 2‖2n−1

= ‖T 4‖2n−2

= ... = ‖T 2n‖.

Zatem na mocy wzoru Beurlinga-Gelfanda-Naimarka (Twierdzenie 4.28) mamy

r(T ) = lim
n→∞

‖T n‖
1
n = lim

n→∞
‖T 2n‖

1
2n = lim

n→∞
‖T‖ = ‖T‖.

Niech teraz T b¦dzie dowolnym operatorem normalnym, tzn. zakªadamy jedynie, »e T komutuje
ze swoim sprz¦»eniem T ∗. Korzystaj¡c z tego, »e teza zachodzi dla operatorów samosprz¦»onych
otrzymujemy

r(T )2 = lim
n→∞

(
‖T n‖2

) 1
n C∗-równo±¢

===== lim
n→∞

‖T ∗nT n‖
1
n
T normalny
===== lim

n→∞
‖(T ∗T )n‖

1
n

= r(T ∗T )
T ∗T samosprz¦»ony

===== ‖T ∗T‖ C
∗-równo±¢

===== ‖T‖2.

St¡d r(T ) = ‖T‖.

Wniosek 4.33. Dla dowolnego operatora T ∈ B(H,K) mi¦dzy dwiema przestrzeniami Hilberta
H i K mamy

‖T‖ =
√
r(T ∗T ),

gdzie r(T ∗T ) jest promieniem spektralnym operatora T ∗T ∈ B(H).
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Dowód. Z C∗-równo±ci, patrz Stwierdzenie 2.77, mamy ‖T‖2 = ‖T ∗T‖. Natomiast skoro T ∗T
samosprz¦»ony (a wi¦c i normalny), to na mocy Stwierdzenia 4.32 otrzymujemy tez¦.

Przykªad 4.34. Rozwa»my operator T : C2 → C3, gdzie C2 i C3 s¡ przestrzeniami Hilberta ze
standardowymi normami, natomiast T (z1, z2) = (z1 + z2, 2iz1, 2z2). Wtedy

T =

 1 1
2i 0
0 2

 i T ∗T =

(
1 −2i 0
1 0 2

) 1 1
2i 0
0 2

 =

(
5 1
1 5

)
.

Wielomian charakterystyczny tej ostatniej macierzy to p(λ) = (5 − λ)2 − 1 = λ2 − 10λ + 24.
Pierwiastki tego wielomianu, to λ1 = 4 i λ2 = 6. Zatem σ(T ∗T ) = {4, 6} i r(T ∗T ) = 6. St¡d

‖T‖ =
√
r(T ∗T ) =

√
6.

4.3 Analityczny rachunek funkcyjny

4.4 Twierdzenie spektralne
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