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Rozdziat 1

Przestrzenie Banacha 1 operatory
ograniczone

1.1 Przestrzenie Banacha

Przypomnijmy, iz elementy przestrzeni liniowej (wektorowej) X nazywamy wektorami. Wektory
mozemy dodawaé¢ i mnozy¢ przez skalar. Przez skalary bedziemy tu zawsze rozumieé liczby
rzeczywiste R lub liczby zespolone C. Przestrzen X wraz z dodawaniem wektrorow tworzy grupe
przemienna, a jej element neutralny nazywamy wektorem zerowym i oznaczmy 0 € X.

Definicja 1.1. Przestrzenig unormowang nazywamy przestrzen liniowa X nad cialem F := R, C

wyposazona w norme, tzn. funkcje || - || : X — [0, 00) spelniajaca nastepujace warunki

(N1) ||z|| =0 <=z =0, (niezdegenerowanie)
(N2) || Az]| = [N - ||zl (dodatnia jednorodnosé)
(N3) lz+yll < [lzfl + [y, (nierdwnosé trajkata)

gdzie z, y € X i A € F. Liczbe ||z|| nazywamy normq (dtugoscig) wektora x € X.

Uwaga 1.2. Norma zadaje wzorem d(z,y) = ||z — yl||, v,y € X, metryke (@& sprawdzic).
Zatem przestrzen liniowa jest zarowno przestrzenig liniowa jak i przestrzenia topologiczna. Zbiory
otwarte w X sg sumami kul otwartych, gdzie kula otwartg o $rodku w x € X i promieniu r > 0
nazywamy zbior

K(z,r) ={ye X :|lzx —y| <r}.
Ciag {z,}22, C X jest zbiezny do x € X wtedy i tylko wtedy, gdy lim,,_, ||z, —z|| = 0. Piszemy
wtedy x, — x, x, X 2 1lub T, M> T.

Warunek trojkata (N3) ma tu nastepujaca interpretacje geome-

r +

tryczna: suma dlugosci dwoch bokow trojkata jest nie mniejsza, niz y \ 4
dtugosé boku pozostalego. (patrz rysunek po prawej, dla trojkata o \& ¥ Y
wierzchotkach 0, z i z +v). Implikuje on, ze réznica dtugosci dwoch [yl
bokéw trojkata jest nie wiecksza, niz dtugo$é boku pozostatego, co >
mozna zapisa¢ nastepujaco: =] v
Lemat 1.3. Dla dowolnych wektorow przestrzeni unormowanej zachodzi

Nzl = lyll| < lz—yl- (odwrotna nierdwnosé trajkqta)



Dowdd. Korzystajac z nierownosci trojkata mamy |z|| = ||(z — y) + y|| < ||z — y|| + ||yl|, skad
|;IH - ||!y|| < |lz — yll. Analogicznie [ly|| = [I(y — 2) + =] < [ly — 2| + [lz]l, skad [ly[| — [lz]| <
lly — x| O

Struktura liniowa w przestrzeni unormowanej jest zgodna z jej struktura topologiczna, w tym
sensie, ze operacje liniowe sa ciagte:

Stwierdzenie 1.4. W przestrzeni unormowanej mnozenie przez skalar, dodawanie wektorow i
norma sq funkcjami ciggtymi.

Dowdd. Interesuja nas funkcje ,mnozenie przez skalar” - : F x X — X,  dodawanie wektorow”
+: X x X — X oraz ,norma” || - || : X — [0,400). Niech \, = A\, z, = 1y, — vy, tzn.
A=Al = 0, [l — 2] = 01 [y, — gl = 0. Weedy

(N3)
Mo — x|l < | Aam — Anz]| + || Az — x|
() IAnl - |Tm — || + A = A - ||2|| — 0,  przy n,m — oo.

Zatem \,x,, — Az, co dowodzi cigglosci mnozenia przez skalar. Podobnie

(N3)
1@ +ym) = (@ + Yl < N =2l + lym =yl — 0, pray n,m — oo,

dowodzi cigglosci dodawania wektorow. Natomiast cigglosé normy wynika tatwo z ,,odwrotne]

Lemat 1.3
nieréwnosci trojkata”. Rzeczywiscie |||z, || — ||lzll| < llzn — 2| = 0, skad [|z,|| — [|z]]. O

Przypomnijmy, ze ciag {x,}5°; C X w przestrzeni metrycznej X nazywamy ciggiem Cauchy
jezell Vo AN Vomsy d(xn, xm) < g, czyli gdy d(z,, ) — 0 przy n,m — oo. Natomiast prze-
strzeni metryczna nazywamy zupeing, jezeli kazdy jej ciag Cauchy jest zbiezny (posiada granice).
Teorie przestrzeni unormowanych zupelnych rozwingl Stefan Banach i stad nazywamy je dzis
przestrzeniami Banacha:

Definicja 1.5. Przestrzenig Banacha nazywamy przestrzen unormowang zupelng, tzn. prze-
strzen (X, | - ||), w ktorej zachodzi

v lim ||z, —2,|=0 = 3 lim ||z, — o] = 0.
{zn}o2,CX nm—o0 TeEX N—00
2 g B . o
{zn}52, ciag Cauchy {zn}22, ciag zbiesny

Uwaga 1.6. Kazdy ciag zbiezny jest ciagiem Cauchy (@ pokazac). Zatem w przestrzeniach
zupeinych ciag jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy jest ciagiem Cauchy.

Przyktlad 1.7. Zbior liczb rzeczywistych R jest niemal z definicji przestrzenig zupelng - jest
to rozszerzenie (uzupelnienie) zbioru liczb wymiernych Q, jako przestrzeni metrycznej, do prze-
strzeni zupelnej, por. Twierdzenie 1.11 ponizej. Zatem R jest jednowymiarowa przestrzenia Ba-
nacha z modutem |¢|, ¢ € R, jako norma.

Przyktad 1.8 (Przestrzen euklidesowa). Kazda skonczenie wymiarowa przestrzen liniowa na
cialem F = R, C jest izomorficzna z X = ", gdzie dodawania wektoréw i mnozenie przez skalar
jest zdefiowane po wspotrzednych:

r+y:=(z(1)+y(1),z(2) +y(2),...,z(n) +y(n)), Az = (Az(1), Ax(2), ..., Az (n)),



gdzie x = (z(1),...,z(n)), y = (y(1),...,y(n)) € X i A € F. Jedna z najbardziej standardowych
norm na X jest norma euklidesowa:

Zauwazmy, ze przestrzen (R", [ - [|2) to dobrze znana z analizy przestrzen euklidesowa. W szcze-
golnosci, z analizy wiemy, ze jest to przestrzen zupelna (przestrzen Banacha). Jej zespolony
odpowiednik (C" || - ||2) mozna roéwniez traktowaé¢ jako rzeczywista przestrzen euklidesowa.
Mianowicie przyporzadkowanie wektorowi zespolonemu (z(1),...,z(n)) € C" wektora rzeczy-
wistego (a(1),0(1),...,a(n),b(n)) € R*" gdzie x(k) = a(k) + ib(k), zadaje R-liniowy izomorfizm
Cn = R?", ktory zachowuje norme @ . W szczegolnosci, (C™, || - ||2) jest rowniez przestrzenig
Banacha.

Uwaga 1.9. Jak pokazemy ponizej kazda unormowana przestrzen skonczenie wymiarowa jest
przestrzenia Banacha, patrz Wniosek 1.69. Zatem jedynie przestrzenie nieskoriczenie wymiarowe
moga nie by¢ zupetne.

Ponizsze stwierdzenie pozwala tatwo konstruowac przyktady unormowanych przestrzeni nie-
zupelnych, a ponadto pozwala interepretowac ,zupelnos¢” jako ,domknieto$¢ w nadprzestrzeni”.
Doktadniej, jesli Y C X jest podprzestrzenig liniowa przestrzeni unormowanej X, to bedziemy
traktowac¢ Y jako przestrzen unormowana z norma z przestrzeni X (obcieta do podprzestrzeni
Y). Tak rozumiana podprzestrzen unormowana Y C X musi by¢ domknietym podzbiorem X,
jesli jest zupelna. Implikacja odwrotna zachodzi jesli X jest zupelna:

Stwierdzenie 1.10. Podprzestrzen liniowa Y przestrzeni Banacha X jest przestrzeniq Banacha
< przestrzen Y jest domknieta w X (implikacja ,—" zachodzi bez zalozenia o zupetnosci X ).

Dowdd. ,=—". Przypomnijmy, ze zbiér Y jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy zawiera
swoje punkty skupienia.! Niech y € X bedzie punktem skupienia zbioru Y. Wtedy istnieje cigg
{yn}>2, C Y zbiezny do y. Skoro {y,}>°, zbiezny, to {y,}>, jest ciagiem Cauchy w Y. Zatem
z zupelosci Y, ciag {y,}°°, posiada granice w Y. Czyli y € Y (z jednoznacznosci granicy).
»<—". Kazdy ciag Cauchy {y,}>2, CY w Y jest ciagiem Cauchy w X, a zatem jest zbiezny

w X. To znaczy, istnieje y € X taki, ze y, LN y. Ale skoro {y,}>°, CYiY =Y, toy €Y.

Zatem Y jest zupelna. O]

Pokazemy teraz, ze kazda przestrzen unormowang mozna zanurzy¢ w pewna przestrzen Bana-
cha. Zatem powyzsze stwierdzenie rzeczywiscie pozwala scharakteryzowaé zupelnos¢ za pomoca
domknietoéci. Co wiecej kazda przestrzen Y mozna domknaé¢ wybranej nadprzestrzeni Banacha
X, otrzymujac w ten sposob przestrzen Banacha Y C X, a tak otrzymane uzupelnienie prze-
strzeni Y z dokladnosciag do izomorfizmu nie zalezy od wyboru nadprzestrzeni X. Te procedure
uzupelniania czasami poréwnuje sie do zaklejania dziur w serze:

o O

Y = OQOO —_— Y —

Jest to jeden ze sposobow konstrukeji przestrzeni Banacha, ktory formalnie opisuje nastepujace
twierdzenie:

Na ogol Y =Y UY? gdzie Y to zbior punktéw skupienia zbioru Y
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Twierdzenie 1.11 (Uzupelnienie przestrzeni unormowanych). Kazdg przestrzeri unormowang
mozna uzupelnié do przestrzeni Banacha”. To znaczy jesli (Y, ||-||) jest przestrzeniq unormowang,
to istniejq

(1) przestrzen Banacha (X, ||-||) - ktdrg bedziemy nazywaé uzupetnieniem przestrzeni (Y, ||-||);

(2) liniowa izometria ¥ : (Y, || -||) = (X, || - ||) taka, ze U(Y) = X.

Czyli Y zanurza sie w X jako gesta podprzestrzen. Ponadto, uzupetnienie (X, ||-||) jest wyznaczone
jednoznacznie z doktadnosciq do kanonicznego izometrycznego izomorfizmu.

[e's)
n=1>

Dowdd. Elementy przestrzeni X zdefiniujemy jako klasy abstrakcji ciagow Cauchy {z,}
{yn}22; C Y wzgledem nastepujacej relacji rownowaznosci

def .
{n} ~{yn} = nh_{go |20 — ynll = 0.

Odpowiednig klase réwnowaznosci oznaczamy [{z,}]. Na X wprowadzamy strukture przestrzeni
unormowanej wzorami

Heatl +Hynd] = Han Tl Azad]l = )] [{ea)]l] = Tim [l

Dodawanie i mnozenie przez skalar sa poprawnie okreslone, poniewaz jesli {z,} ~ {z/ } i {yn} ~
{un}s to flen + yn — (2, + yp)ll < llen + ynll + |27 + ol = 0, czyli {zn +yn} ~ {2, + v},
oraz || Az, — Ao’ || < |A|[|@, — || — 0, skad {A\z,} ~ {\2,}. Zeby wykaza¢ poprawnoéé definicji
normy zauwazmy, ze dla [{z,}] € X z odwrotnej nier6wnosci trojkata mamy

|||xn|| - mem <|lzn —2p| — 0,  przy n,m — oo.

Czyli ciag liczbowy {||z,||}52; jest Cauchy w R. Zatem jego granica istnieje z zupelnosci R. Ta
granica nie zalezy od wyboru reprezentanta, bo jesli {z,,} ~ {«]}, to |||z, ||— 2Ll < [|Jzn—2l,| —
0, czyli lim,, o0 ||| = limy,—y00 || 2, |-

Aksjomaty przestrzeni wektorowej i normy sa tatwe do sprawdzenia @& . W szczegolnosci

[}l = 0 4= Tim flaal| = 0 <= 2, 25 0 = {2} ~ {0} = [{,}] = [(0,0,0,...,0)]

Elementy Y zmozemy utozsamic¢ z klasami abstrakcji ciagow statych. Formalnie, mamy naturalng
liniowa izometrie
N
Y 3 zg — [(z0, %0, ..., T0)] € X.

Obraz V(YY) jest gesty w X poniewaz punkt [{x,}] € X jest granica ciagu {V(z,,)}5o_;:
Jim ([[{a}] = W) | = lim |[{za = 2}l = limJlz, — 2l = 0.

Zeby pokaza¢ zupelnoéé X rozwazmy cigg Cauchy {7,}°, € X w X. Dla kazdego n € N
mozemy znalezé x,, € Y takie, ze ||T, — U(z,)| < +. Wtedy ciag {z,}32, jest Cauchy w Y
poniewaz ||z, — Tl = [V () = V(zn)|| < [|¥(2n) — Znll + |20 — T + ([T — ¥(@m)[| — 0,
przy n, m — oo. Ponadto

170 = Rl < M7 = Ul + 10 (2n) = Haad]ll — 0,

czyli {T,}°°, jest zbiezny w X do [{z,}] € X.



Jesli ® : Y — X' jest dowolna liniowa izometria w przestrzen Banacha X' taka, ze ®(Y) = X/,
to wzor T'(V(z)) := ®(z) definiuje liniowa izometrie z gestej podprzestrzeni ¥(Y) C X na
gesta podprzestrzen ®(Y) C X'. Izometria T przedluza sie do izometrycznego izomorfizmu
T : X — X'. Rzeczywiscie, dla kazdego x € X istnieje {z,} C U(Y) cigg zbiezny do z i wtedy
ciag Tz, jest ciagiem Cauchy w X'. Zatem istnieje granica Tz := lim,,_,, T'x,. Ponadto, na
mocy ciaglosci normy mamy

[T) = lim (|T2,[] = lm Jz,]] = {l]].
n—oo n—oo

Zatem w ten sposob otrzymujemy poprawnie okreslona liniowa izometrie 7' : X — X’ (liniowos¢
wynika natychmiast z liniowosci granicy). Ponadto, skoro X jest przestrzenia Banacha, to jej
izometrycznie izomorficzny obraz T'(X) tez jest przestrzenia Banacha, a wiec jest domkniety w
X' Stad T(X) = X'. Czyli T : X — X' jest odwracalng izometrig O

Whiosek 1.12. Przestrzen unormowana Y jest zupetna wtedy i tylko wtedy, gdy jej obraz ¥(Y)
przy dowolnej liniowej izometrie ¥ : Y — X w przestrzen unormowang X jest domkniety w X.

Dowdd. Zauwazmy, ze dla dowolnej liniowej izometrii ¥ : Y — X przestrzen Y jest zupelna
wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen W(Y') jest zupetna. Jesli to zachodzi, to ¥(Y) jest do-
mknieta podprzestrzenia Y na mocy Stwierdzenia 1.10. Na odwr6t na mocy Twierdzenia 1.11
istnieje liniowej izometria W : Y — X, gdzie X jest przestrzenia zupelna. Zatem jezeli U(Y") jest
domkniety w X, to W(Y) 2 Y jest przestrzenia zupela, znowu na mocy Stwierdzenia 1.10. [

Na koniec przytoczymy jeszcze jedng charakteryzacje zupetnosci wiazaca ja z absolutng zbiez-
noscig szeregdbw w przestrzeniach unormowanych.

Definicja 1.13. Dla ciagu {z,}:°, C X w przestrzeni unormowanej X powiemy, ze szereg
>y, jest zbiezny, jezeli ciag sum czeSciowych {Zgzl Tn }_, jest zbiezny w X i wtedy gra-
. o . N . . o0 -
nice Y >, x, = limy_,o ), _; T, hazywamy suma szeregu. Powiemy, ze szereg Y | x, jest

absolutnie zbiezny jezeli szereg liczbowy > | ||lz,]| < oo jest zbiezny.
Lemat 1.14. Niech {x,}5°, C X bedzie ciggiem Cauchy.
(1) Jezeli pewien podcigg {xn, }72, jest zbiezny do x, to cigg {x,}5°, jest zbiezny do x.
(2) Dla kazdego q € (0, 1) istnieje podciag {xn, }32, taki, e ||xn, —xn,|| < ¢* dla kazdego | > k.

Dowdd. (1). Zatozmy, ze {x,, }72, jest zbiezny do z. Korzystajac z ciagloci normy i warunku
Cauchy mamy lim,, . ||z, — 2| = im0 limgyo0 ||20n — 4, || = 0.

(2). Konstruujemy zadany podciag indukcyjnie korzystajac z warunku Cauchy. Najpierw
wybierzmy ny € N takie, ze ||z, — 2| < ¢ dla n,m > ny. Nastepnie bierzemy ny > n; takie,
7e ||z, — 2] < ¢* dla n,m > ny. W k-tym kroku indukcyjnym wybieramy ng > n,_; takie, ze
|z — 2| < ¢ dla n,m > ny. O

Stwierdzenie 1.15. Przestrzen unormowana X jest zupetna wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy
szereg absolutnie zbiezny jest zbiezny w X, tzn. gdy Y o | |||l < 0o pocigga, e szereg o | xp
jest zbiezny, dla kazdego ciggu {x,},—1 C X.

Dowdd. Zalozmy, ze > 7 | ||xn|] < co. Wtedy dla M > N > 1 mamy

n=1

M N M M
I3 w0 =Sl =173 wall < 3 lrall =0, pray N, M 5 o0,
n=1 n=1 n=N n=N
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bo ogon szeregu zbieznego jest zbiezny do zera. Zatem ciagg sum czesciowych {E:;l T}, jest
ciagiem Cauchy, wiec musi by¢ zbiezny jezeli przestrzen X jest zupelna.

Zalozmy teraz ze kazdy szereg w X, ktory jest absolutnie zbiezny jest zbiezny. Niech {z,,}°2; C
X bedzie dowolnym ciagiem Cauchy. Na mocy Lematu 1.14(2) istnieje podciag {x,, }32, taki,
ze ||xn, — zn, | < (1/2)F dla kazdego | > k. Rozwazmy ciag {y}3>, C X, gdzie y; := x,, oraz
Ykt1 = Tpy,, — Tn, dla k > 1. Odpowiadajacy mu szereg jest bezwzglednie zbiezny:

oo o¢] oo
Doyl =l + D M2y = Zall < Nzl + Y (1/2)F = [l | +1 < oo,
k=1 k=1 k=1

k
Tny, skad wynika, ze podciag {x,, }72, jest zbiezny. Zatem ciag {x, }72, jest zbiezny, patrz Lemat
1.14(1). O

Zatem na mocy zalozenia szereg » ., yj jest zbiezny. Ale Zszl Yp = Tp, + Zszl Ty oy — Ty, =

1.2 Klasyczne przestrzenie Banacha.

1.2.1 Przestrzenie funkcji ciagglych

Niech M bedzie ustalong przestrzenig topologiczna. Jako ze kombinacja liniowa funkeji ciaglych
jest funkcja ciagla, to przestrzen funkcji ciggtych C(M) := {x : M — F funkcja ciagta} o
wartosciach w ciele F = R, C wraz z dziatanami okre§lonymi punktowo:

(z+y)(t) = z@) +y(t),  (Az)(t) = Ax(t),
dla x,y € C(M), A € I, jest przestrzenia liniowa. Przestrzen funkcji ciggtych i ograniczonych

Co(M) :={x € C(M) : sup |z(t)| < oo}

teM

jest podprzestrzenia liniowg przestrzeni C' (M), bo kombinacja liniowa funkcji ograniczonych jest
funkcja ograniczona. Na przestrzeni C,(M) w naturalny sposob okreslona jest norma supremum

[2]|oo = sup [(2)]
teM
(& sprawdzié, 7e || - ||l jest norma na Cy(M)).

Lemat 1.16. Zbieznosé w normie || - || jest rownowazna zbieznosci jednostajne;.

I -llo<

Dowdd. x, — v <= lim, o0 SUPseis |20 (t) —2(t)] =0 <= Veso Inen Vasn SUDsens |Tn(t) —

ZL’(t)l < € <— V€>0 EINean>N vteM |l‘n<t) — ZL’(t)| <e€ g T, =3 T. ]

Zbieznos¢ jednostajna, tak jak w powyzszym dowodzie, bedziemy oznacza¢ symbolem =,
ktory podkresla, ze granica jednostajna ciagu funkcji jest znacznie silniejsza niz zbiezno$¢ punk-
towa. W szczegolnodci,

jednostagnie zbiezny ciqg funkcji ciggtych musi byé zbiezny do funkeji ciggtej

(znany fakt z analizy matematycznej/topologii @ ). Zbiezno$é¢ punktowa takiej wiasnosci nie
0, t<1

ma. Np. ciag x,(t) = t" jest zbiezny punktowo na [0, 1] do funkcji nieciaglej z(t) = {1 -

W szczegolnosci, ciag {x,}22, nie jest zbiezny w normie || - ||s.
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Stwierdzenie 1.17. Przestrzen Cy(M) wraz z normq |||l = sup,ens |2(t)| jest przestrzeniq
Banacha.

Dowdd. Niech {z,}5°, C Cy(M) ciag Cauchy. Wtedy dla kazdego t € M mamy

|z, (t) — 2 ()] < suj\lz |20 (8) — 2 (8)| = |0 — Tmlloo —> 0,  przy n,m — oc.
se

Czyli ciag liczbowy {xz,(t)}5°, jest ciagiem Cauchy w ciele I, a zatem jest zbiezny (bo cialo F
jest zupetne). Czyli istnieje z(t) € F takie, ze z,(t) — z(t) w F. W ten sposob otrzymujemy
funkeje liczbowa M > t +— x(t) € F, ktora jest kandydatem na granice” ciagu {z,},. Zeby
pokazac, ze {x,}°°, zbiega do x w normie, zauwazmy, ze dla kazdego t € M mamy

|z, () — x(t)] = lm |z,(t) — 2, (¢)] < limsup ||z, — Tm||oo-
m—00 m—00

Stad oraz stad, ze ciag {z,}5°, jest Cauchy dostajemy

lim ||z, — 2||oo = lim sup |z, (t) — z(t)| < lim limsup ||z, — Zm||ec = 0.

Zatem x, Moy Granica jednostajna ciagu funkeji ciaglych jest ciagta. Stad = € C(M). Co
wiecej, funkcja x jest ograniczona, bo |||l < |2 — Zn||oo + ||Zn|le < 00. Czyli € Cp(M) i ciag
{z,}2°, jest zbiezny w przestrzeni C,(M). O

Uwaga 1.18. Rzeczywista funkcja ciagla na zbiorze zwartym osiaga swoje kresy i w szczegol-
nosci jest ograniczona. Zatem jesli M jest przestrzenia zwarta, to dla kazdego = € C'(M) mamy
|]|0o = maxiens |2(t)] < oo (funkcja |z(t)| osiaga swoje maksimum) oraz C(M) = Cy(M).

Wnhiosek 1.19. Jesli M jest przestrzeniq zwartq, to przestrzen C(M) jest przestrzeniq Banacha
z normaq ||z]|cc = maxeps |z(t)].

Dowadd. Stwierdzenie 1.17 + Uwaga 1.18. O

Definicja 1.20. Powiemy, ze funkcja z € C'(M) znika w nieskoriczonosci jesli dla kazdego € > 0
jej warto$¢ bezwzgledna poza zbiorem zwartym jest mniejsza niz €. W szczegdlnosei, zbior

Co(M) :={x € C(M) :Veso {t € M : |x(t)| > €} jest zbiorem zwartym}
nazywamy przestrzeniq funkcjyi cigglych znikajgcych w nieskornczonosci.

Uwaga 1.21. Jesli M jest zwarta, to kazda funkcja ciggta znika w nieskoniczonoéci, bo kazdy
domkniety podzbior przestrzeni zwartej jest zbiorem zwartym. Zatem Co(M) = C(M) = Cy(M).

Przyktad 1.22. Niech M = R. Funkcja z(t) = e " jest
scisle dodatnia, wiec ,nie znika w zadnym punkcie”.
Ale znika w nieskorniczonosci, bo dla 0 < € < 1 zbiér
{t € M : |z(t)] > e} = [-VIne !, VIne1] jest zwarty.
Natomiast na przyklad funkcja x(f) = 1 nie znika
w nieskoniczonosci, bo dla 0 < ¢ < 1 mamy wtedy
{te M :|x(t)| > e} =R.

{teM:|z(t)|>e}

Stwierdzenie 1.23. Cy(M) jest domknietq podprzestrzeniq liniowq przestrzeni Banacha (Cy(M), ||-
lloo)- Zatem (Co(M), || - ||l) jest przestrzeniq Banacha.
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Dowdd. Niech x,y € Co(M) i e > 0. Zauwazmy, ze

fele®+y@l 2y it 2O 2 /2P UL y(®)] = £/2}

~
domkniety zbibér zwarty, jako suma dwoch zwartych

Zatem zbior {t : |z(t) + y(t)] > €} jest zwarty, jako domkniety podzbiér zbioru zwartego.
Czyli x +y € Co(M). Dla X € F zbior {t : |Az(t)] > €} jest zwarty, bo albo jest pusty (jesli
A =0)albo {t: |[X\x(t)] > e} = {t: |=(t)] > ﬁ} jest zwarty, bo x znika w nieskoriczonosci.
Zatem A\x € Cy(M). Ponadto, skoro zbior {t : |x(t)| > e} jest zwarty dla kazdego ¢ > 0, to
|z]|l o = maxyens |2(t)] < o0, bo funkcja ciagla na zbiorze zwartym osiaga swoje kresy. Zatem
Co(M) C Cy(M) jest podprzestrzenia liniows.

Aby wykaza¢, ze podprzestrzen Co(M) jest domknieta w Cy(M) rozwazmy dowolny ciag
{z,}52, € Co(M) zbiezny do = € Cy(M). Niech € > 0. Dla dostatecznie duzego n € N mamy
|7n — 2]|oo < § 1 Wtedy

[t 1a(t)] > 2} € {t: [oa(t)] > 2/2}.

Skad {t : |z(t)| > €} jest zwarty, jako domkniety podzbior zbioru zwartego. Zatem x € Cy(M).
[

Przyktad 1.24. Kladac M = N funkcje mozemy utozsami¢ z ciggami. Traktujac N jako prze-
strzenn dyskretna wszystkie funkcje na N sa ciagle. Zatem w tym przypadku przestrzen C,(M)
mozna utozsamié z przestrzeniq ciggow ograniczonych. Czyli z przestrzenia Banacha

>0 :={zx = (z(1),2(2),...) : sup |z (k)| < oo}

keN

wyposazona w norme ||z||oc := supyey |2(k)|. Natomiast przestrzen Cp(M) mozna utozsamic z
przestrzeniq ciggow zbieznych do zera:
co = {x = (z(1),2(2),...): klim z(k) = 0}.
—00
Rzeczywiscie, podbidr przestrzeni dyskretnej jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest skonczony.

Zatem znikanie w nieskonczonosci funkcji 2 : N — F jest rownowazne temu, ze ciag {z(k)}32,
zbiega do zera:

z € Cp(N) <= Voo{k € N: |z(k)| > ¢} skoniczony <= V.~oInenVisn|z(k)| < e <= 2z € ¢.
W kontekscie przestrzenii ciggdw, czesto rozwaza sie roOwniez przestrzen ciggow zbieznych:
c:={zx = (x(1),2(2),...) : Ta(oo)er kh_)rgo x(k) = x(00)}.

Jako ze ciagi zbiezne sa ograniczone oraz granica zachowuje kombinacje liniowe, ¢ jest podprze-
strzenia liniowa ¢>°. Ponadto ¢ jest domknieta w (> (aby to wykazaé¢, trzeba pokazaé, ze ,cigg
zhiezny ciggow zbieznych jest zbiezny do ciggu zbieinego” @ ). Reasumujac mamy wstepujacy
ciag przestrzeni Banacha

co CecCe™

wyposazonych w norme [|z||oo := supyey [(k)]-

Na koniec pokazemy, 7ze przestrzen Co(M) jest domknieciem przestrzeni funkcji ciagltych o
zwartym nosniku. Czyli, ze funkcje znikajace w nieskoniczonodci to sa dokladnie te funkcje, ktore
mozna aproksymowaé jednostajnie funkcjami o zwartych nosnikach.



Definicja 1.25. Nosnikiem funkcji ©* : M — F nazywamy domkniecie zbioru punktéw, w
ktorych z sie nie zeruje, czyli zbior supp(x) := {t € M : z(t) # 0}. Natomiast zbior

Co(M) :=={x € C(M) : supp(x) jest zbiorem zwartym}

nazywamy przestrzeniq funkcji cigglych o zwartych nosnikach.
Lemat 1.26. Przestrzen C.(M) jest podprzestrzeniq liniowq przestrzeni Banacha Cy(M).
Dowdd. Zauwazmy, ze supp(Ax) = supp(x) dla A # 0 oraz

supp(z +y) € {t € M : z(t) # 0} U{t € M : y(t) # 0} = supp(z) U supp(y),

bo domkniecie sumy zbioréw jest suma ich domknie¢. Stad wynika, ze C.(M) jest przestrzenia
liniowa. Ponadto {t € M : |z(t)| > €} C supp(z), dla € > 0. Zatem C.(M) C Cy(M). O

W kontekscie przestrzeni Cy(M) zazwyczaj zaktada sie, ze M jest przestrzenia lokalnie zwartq,
to znaczy, ze kazdy punkt M posiada otwarte otoczenie, ktorego domkniecie jest zbiorem zwar-
tym, oraz ze M jest przestrzeniq Hausdorffa, czyli ze kazde dwa rozne punkty M posiadaja
roztaczne otoczenia otwarte. Wynika to stad, ze jezeli punkt ¢ nie posiada otoczenia, ktore jest
zwarte, to kazda funkcja z Co(M) musi sie na nim zerowa¢. Natomiast, jezeli dwa punkty ¢y,
to nie dadza sie rozdzieli¢ zbiorami otwartymi, to f(t1) = f(t2) dla kazdej funkcji ciaglej f,
czyli z punktu widzenia funkcji ciaglych mozna punkty ¢, i {5 utozsamic¢. Zauwazmy, ze kazdy
domkniety lub otwarty podzbior R™ (lub ogoélniej kazda rozmaitosé¢ topologiczna) jest lokalnie
zwartg przestrzenig Hausdorffa. Ponadto klasa takich przestrzeni jest zamknieta np. na (nieskori-
czone) iloczyny kartezjanskie i sumy proste, wiec jest bardzo obszerna. Na takich przestrzeniach
zachodzi Lemat Uryshona, ktéry ma zniezliczone zastosowania:

Twierdzenie 1.27 (Lemat Urysohna, patrz np. [4]). Zatdzmy, ze M jest lokalnie zwartq prze-
strzeniqg Hausdorffa. Dla dowolnego zbioru zwartego K i otwartego U takich, ze K C U C M,
istnieje funkcja ciggta h : M — [0,1] o zwartym nosniku zawartym w U i przyjmujgcea wartosé 1

na zbiorze K, patrz rysunek.
1 h

Whniosek 1.28. Niech M bedzie lokalnie zwartq przestrzeniqg Hausdorffa. Przestrzen funkcji
ciggltych o zwartych nosnikach C.(M) jest gestq podprzestrzeniq liniowq przestrzeni Banacha
Co(M). Czyli Co(M) jest uzupetnieniem C.(M) w normie supremum.

Dowdd. Niech x € Cy(M). Dla kazdego n poléozmy K, := {t : |z(t)] > 1/n} oraz U, = {t :
|z, (t)| > 1/(n+1)}. Wtedy K, jest zwartym podzbiorem zbioru otwartego U,,. Zatem na mocy
Lematu Urysohna istnieje h, € C.(M) taka, ze 0 < h < 1, h,|k, = 1 oraz supp(h,) C U,.
Kladac x, := = - h, mamy x,, € C.(M) oraz

[0 = | = sup [2(0)A(t) — x(t)| = sup [z()h(t) — x(t)] < 2/n.
teM teM\K,,

Zatem ciag {x,}°°, C C.(M) zbiega do x € Cy(M). Stad C.(M) = Co(M). O

Przyktad 1.29 (Przestrzen ciagow skonczonych). Dla przestrzeni dyskretnej M = N przestrzen
funkeji C.(M) mozemy utozsamié¢ z przestrzeniq ciggow skoriczonych:

coo = {z = (z(1),2(2),...,2(N),0,0,...) : N € N x(k) € F}.

Formalnie jest to przestrzen ciagéw ze skoriczong iloscig wyrazow niezerowych. W szczegolnosci
coo jest gesta podprzestrzenia przestrzeni ¢y ciagdéw zbieznych do zera.
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1.2.2 Przestrzenie LP dla p > 1

Niech (2, %, ) bedzie ustalong przestrzenia z miara. Czyli ¥ jest o-algebra podzbiorow zbioru
Q,ap: Y — [0,+00] jest miara (czyli o-addytywna funkcja zbioru taka, ze p(@) = 0). Niech
p > 1. Powiemy, ze funkcja x : Q@ — F = R, C jest catkowalna w p-tej potedze, gdy funkcja |x|P

jest catkowalna, czyli istnieje liczba
ll = (/Wdou)

Zbior funkcji catkowalnych w p-tej potedze oznaczamy przez LP(u).

Twierdzenie 1.30 (Nieréwnosé¢ Holdera). Dla dowolnych 1 < p,q < oo takich, ze % —l—% =1
oraz dowolnych funkeji x € LP(u) 1y € L9(pn) zachodzi

2 -yl < llzllp - llylle, (1.1)
czyli
1 1
/ |lwy|dp < (/ |[? du) (/ !y|qdu>
W szczegdlnodei x -y € LY(u). Ponadto nastepujgce warunki sq réwnowazne

(1) w nierdwnosci (1.1) zachodzi rownos$é;

(2) |x|P i |y|? sq liniowo zalezne poza zbiorem miary zero, tzn. istniejq liczby o, B nie bedgcee
jednoczesnie zerami takie, zZe o|z|P = Bly|? p-prawie wszedzie;

(3) (Jo lyl7dp) - |z[P = ([, |zP dp) - [y|? p-prawie wszedzie.

Dowdd. Jedli ||z]|, = 0, to x = 0 p-prawie wszedzie, skad = - y = 0 p-prawie wszedzie i wtedy
warunki (1)-(3) zachodza trywialnie. Podobnie, gdy |ly||, = 0. Zalézmy zatem, ze ||z|[, # 0 i
llyll; # 0. Zastosujemy nierdwnosé Younga, ktéra mowi, ze dla dowolnych liczb a,b > 0 mamy

1 1 a
. < — p —_he D
@ b_pa +qb7 ln( @ +y bq) y=Inzx
\I

a ktora wynika np. z wlasnosci logarytmu. Mianowicie,

1

1 1 1
ln(ab)zlna—i—lnbz—lnap+—lan§ln(—ap+—bq>, o~

1 py 1 q
plna +qlnb

p q p q

gdzie nierdéwnos$¢ wynika z wklestosci logarytmu, patrz ry- ‘ |
sunek po prawej. Zdejmujac logartym otrzymujemy nieréw- / aP La?+ Lpa ba
no$¢ Younga. Roéwnos¢ zachodzi <= a? = b9.

Formalnie, funkcja f jest wklesta, jesli dla A € [0,1] oraz ty,ty z dziedziny f zachodzi f(A\t; +
(1= Nta)) < )\f(tl) + (1 — N)f(t2). W dowodzie nieréwnosci Younga ktadziemy f(t) = In(t),

)\:%, 1—)\—— t; = aP oraz t, = bi.
Stosujac nierowno$¢ Younga do a = ‘Iﬁv(ﬁl‘ ib= ‘ﬁ’ytﬁ) otrzymujemy
t)y(t 1 )P 1 )4
(O] 1 0P 1 WO
lzllpllylle — 2 llzlle  a  lyllg



Zauwazmy, ze ||z|[b = [, |z(t)[P dp. Zatem catkujac powyzsza nier6wnosé obustronnie mamy

Jolz@y®ldp 1 fo l=(t VW+1_EW mw_1+;zl

IMMMM TP (£ q lylla P oq

Dzielac powyzsza nier6wnos$é obustronnie przez ||z||,||y||, dostajemy ||z - yll1 < ||z]l, - ||yll4- Przy

czym, rownosé ||z-yll1 = ||z, ||yll, zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ‘ﬁ;tu)f = ‘3"‘(;“){';1 dla p-prawie
P q

kazdego t € €, czyli gdy |ly[|Z - |z[P = ||z} - |y|? p-prawie wszedzie. To dowodzi réwnowaznosci
(1)=(3). Warunek (3) implikuje (2) ktadac o = [[y||? i 8 = ||z|[P. Na odwrét, jesli afz[? = B|y|?
p-prawie wszedzie, dla pewnych «, 5 € F to catkujac mamy «o|z||? = B|ly||? lub réwnowaznie

= —ZB. Podstawiajac do az[P = 8|y|? otrzymujemy, ze 220 = U0 prawie wszedzie. Zatem
i <% = Tl
(2) implikuje (3). O

Uwaga 1.31. Liczby 1 < p,q < oo spelniajace % + % = 1 nazywamy sprzezonymi hélderowsko.
Oczywiscie liczby te wyznaczaja sie nawzajem: mamy g = p/(p — 1) oraz p = q/(q¢ — 1).

Whiosek 1.32 (Nierownos¢ Minkowskiego). Dla dowolnego p > 1 oraz x,y € LP (1) mamy
Iz +yllp < llzll, + [yllp-

W szezegolnosci x +y € LP(p). Ponadto, réwnodé ||x +yll, = ||=ll, + llyll, zachodzi wtedy i tylko
wtedy, gdy

(1) jeslip =1, to “x iy majq ten sam kierunek”, czyli x -7 > 0 p-prawie wszedzie;

(2) jeslip > 1, to “z iy sq¢ dodatnio proporcjonalne”, tj. istniejg o, f > 0, nie bedgce jedno-
czesnie zerami, takie ze ax = Py p-prawie wszedzie.

Dowdd. Dla p =1 dowdd jest tatwy. Rzeczywiscie, korzystajac z nieré6wnosci trojkata i monoto-
niczno$ci catki mamy

ot ol = [ foldn < [ fol+lolau= [ laldns [ loldi=lel o+ Dl
Q Q Q Q

Ponadto, |z +y| = ||z|e®™® + |y|e@®8Y| rowna si¢ || + |y| wtedy i tylko wtedy, gdy argx = argy,
co zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy x -5 > 0. Zatem ||z + y|1 = ||=||1 + [Jy|l1 wtedy i tylko
wtedy, gdy = -y > 0 p-prawie wszedzie.

Zalozmy zatem, ze p > 1. Niech ¢ :=p/(p—1). Wtedy 1/p+1/q =1 oraz q(p—1) = p. Stad

N.Tréjkata
o+ iz = / ety -ty tde 2 / 2] - |z + yP du + / yl -l + P di
[9] Q Q

1
N.Holdera x2 P !
S el ([ o) ol ([ o+

= llzllp - llz + gl + llylly - e+ ylp = (lzllp + llylly) - e+l

Dzielac obie strony przez ||z + yHg/q i korzystajac stad, ze p — p/q = 1, otrzymujemy zadang
nieréwnosé¢. Rownosé ||z +y||, = ||z]l, +1yll, zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy |z +y| = |z|+]y|
zachodzi p-prawie wszedzie oraz gdy zachodza rownoséci w nieréwnosciach Holdera, czyli pary
|z|P i |x + y[P oraz |y|P i |x + y|P sa liniowo zalezne, poza zbiorem miary zero. Te warunki sa
rownowazne zatozeniu, ze xy > 0 u-prawie wszedzie oraz |z| i |y| sa liniowo zalezne poza zbiorem
miary zero. To z kolei jest rownowazne dodatniej proporcjonalnosci opisanej w (2). O
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Uwaga 1.33. Warunek (2) w powyzszym wniosku jest znacznie silniejszy niz warunek (1).
Warunek (1) oznacza, ze istnieja funkcje nieujemne «, § takie, ze ax = fy (mozna tu wziaé na
przyktad a = |y| i § = |x|). Natomiast warunek (2) mowi, ze zamiast funkcji mozna wziac state
(w tym warunku mozna zawsze wzig¢ a = [, |y|dp i g = [, |z|dp).

Z nieréwnosci Minkowskiego wynika, ze zbior £P(u) wraz z dzialaniami okreslonymi punktowo
jest przestrzenia liniows, a funkcja || - ||, : £7(u) — [0, 00) okresla na nim pdtnorme, tj. funkcje
spetniajaca warunki (N2), (N3) w Definicji 1.1. Co do warunku (N1), to zachodzi on jedynie
“u-prawie wszedzie™

|z]|, =0 <= / |z[Pdpu =0 <= |z|’ =0 p-pw. <= =0 p-p.w.
Q
Zatem aby formalnie mo6c mowi¢ o przestrzeni unormowanej, w dalszym ciggu bedziemy utozsa-

mia¢ funkcje rowne sobie prawie wszedzie. Doktadniej, rownos¢ p-prawie wszedzie:

o2y ELu({te Q:a(t) £ y()}) = 0.

jest relacja rownowaznosci. Klasa abstrakeji [0] funkeji zerowej jest przestrzen liniowa Lo(u) =
{r:Q—>F:z = 0} funkcji mierzalnych rownych zero p-prawie wszedzie. Dla dowolnego = €
LP(p) klasa abstrakeji [x] pokrywa sie z warstwa x4 Lo(p) w przestrzeni ilorazowej L£P(u)/Lo(p).

Definicja 1.34. Przestrzeniq funkcji catkowalnych w p-tej potedze nazywamy przestrzen unoro-
mowang, ktora jako przestrzen liniowa jest przestrzen ilorazowa

LP(p) == LP () /npw = LP (1) / Lo(),

a norma na LP(u) jest indukowana przez polnorme || - ||, na £,(¢). Czyli formalnie [z] + [y] :=
[z +y], Az] := [Ax] oraz ||[z]|, := ||=||, dla z,y € LP(u), A € F.

Konwencja 1.35. Mimo, iz formalnie elementami przestrzeni LP(u) sa klasy abstrakeji [z], a
nie funkcje x, to dla uproszczenia notacji i jezyka, w dalszym ciagu

elementy LP (1) bedziemy nazywad funkcjami i zapisywaé jak funkcje!

Jest to standardowa konwencja, ktéra nie prowadzi do nieporozumien, tak dtugo jak pamietamy;,
ze w LP(u) utozsamiamy funkcje rowne sobie p-prawie wszedzie.

Twierdzenie 1.36. Dla kazdego p > 1 przestrzen LP(u) jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. Niech {z,}>>, C LP(u) bedzie ciagiem Cauchy. Jezeli ciag Cauchy posiada podciag
zbiezny, to jest zbiezny. Zatem przechodzac ewentualnie do podciagu mozemy zalozy¢, ze ||z, —
T, < (1/4)" dla m > n, patrz Lemat 1.14. Polozmy

Ay = {t € Q) — 2o ()] > (1/2)"} oraz A=) | An

N=1n=N
Wtedy

(1/2140) < [ o = tl? di < e = 2sall; < (14,
o>/
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skad u(A,) < (1/2)". Zatem

0<u(A) <p(|JA) <D mA) < D (/2™ —0, przy N - oo,
n=N N=n n=N

ogon szeregu zbieznego

Czyli u(A) = 0. Zauwazmy dalej, ze

te Q\A<:'> t g ﬂ U An < ElenZlen(t) _xn+1(t>| < (1/2)n

N=1n=N
= N Vmznzn [T (t) — 2 (t)] < Y (1/2)F ( — 0, przy n,m — OO)-
k=n

Zatem dla t € Q\ A ciag liczbowy {x,(t)}22, jest Cauchy, a wiec jest zbiezny. Potozmy z(t) :=
lim,, o0 T, (t), gdy t € Q\ A, oraz z(t) =0, gdy t € A. Korzystajac z Lematu Fatou mamy

o =aully = [ 120 =P du = [ T [n(t) = a0 do

\A m— 00
Fatou
< liminf [ |2, — 2,[P dp < sup ||z, — zn | < (1/4)" — 0.
m—00 Q m>
Zatem z,, Wy o w szczegolnosel ||z, < ||z — 2y + ||2nll, < 0o, czyli x € LP(p). O

Uwaga 1.37. Z powyzszego dowodu wynika, jezeli ciag {x,}22, C LP(u) jest zbiezny w LP(u)
do z, to istnieje podciag {z,, }7>, zbiezny u-prawie wszedzie do x:
nga: = dia,, 3o xnku_—%wx.
NEJSk=1
Na ogot zbieznosé w p-tej normie nie pociaga zbieznosci prawie wszedzie calego ciagu {x,}52 ;;
przejécie do podciggu jest konieczne.

Przyktad 1.38 (Wedrujacy garb). Rozwazmy przestrzen LP(u), gdzie p jest miara Lebesgue’a-
“dlugoscia” na odcinku [0,1). Dla kazdego k € N utworzmy k-elementowy ciag funkeji cha-
rakterystycznych xﬁk) = 115y, 0 =1, ..., k, odpowiadajacych podzialowi odcinka [0,1) na k
rownych czesci. Nastepnie ugtakwmy te skonczone ciggi kolejno, jeden po drugim, tworzac jeden
cigg nieskonczony:

T = xgl), Ty = x@, T3 = x§2), Ty = x§3), T = xg?’), Tg = xég), cee

S \a J/

drug}rciadg trze;i’cng

Wykresy funkcji z tego ciagu mozna wyobrazié T T2 L3
sobie jako garb, ktory wedruje z lewa na prawo. ! i
Za kazdym razem, gdy przekroczy “prawa strone
ekranu”, garb chudnie i pojawia sie z “lewe] . ‘ : ‘
strony ekranu”. To ze za kazdym razem garb ‘ 1 ‘ 3 i
chudnie gwarantuje, ze ciag {x,}>2, zbiega do
sera w LP(w) (mamy [, = (1/K)? — 0 " v, %
przy k — 0o). Natomiast wedrowanie garbu im- 14— i — 1 —
plikuje, ze dla kazdego ¢t € [0,1) ciag liczbowy ‘ s ]
{z,(1)}22, jest rozbiezny (posiada dwa punkty
skupienia 01 1).
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Konwencja 1.39. Piszemy LP[a,b] := LP(u) jesli p to miara Lebesgue’a na odcinku [a, b].

Przyktad 1.40 (Przestrzenie (). Jesli Q = N i p jest miara liczaca (okreslona na wszystkich
podzbiorach ), to traktujac funkcje na N jako ciagi, catka wzgledem g jest suma szeregu. Stad
dla p > 1, LP(u) = (P jest przestrzeniq ciggow sumowalnych w p-tej potedze. Innymi stowy,
przestrzen

= {x = (z(1), .., x(n),..) €FV: Y " |a(k)P < oo}

wraz z dzialaniami okreslonymi po wspotrzednych i norma x|, == (D, \x(k:)]p)% < 00 jest

przestrzenia Banacha.
Przyklad 1.41 (Przestrzen F™). Jesli Q = {1,...,n} jest zbiorem skoriczonym i p miara liczaca,
1
to LP(p) = F™ jest n-wymiarowa przestrzenia wektorowa z p-ta norma ||z, := (O _, |z(k)[?)>.
1
W szezegolnosel, [|x]l2 := (3p_, |z(k)[*)? jest normq euklidesowg.

Zauwazmy, ze funkcje charakterystyczne zbiorow o mierze skoriczonej rozpinaja liniowo prze-
strzen catkowalnych funkcji prostych

E(p) :=lin{ly, : Ay € X, u(Ag) < 00}/ upw

= {Zak]lAk cap € F o p(Ay) <oo,k=1,....,n¢€ N} /“':PW-

k=1

Ponadto £(u) zawiera sie w kazdej z przestrzeni LP(u) jako gesta podprzestrzen liniowa, co w
Swietle Twierdzenia 1.11 oznacza, ze przestrzenie LP(u) mozna zdefiniowaé¢ abstrakcyjnie jako

uzupelnienie przestrzeni £(u) w normie || - ||,
Stwierdzenie 1.42. Dia kazdego p € [1,+00), E(n) C LP(u) jest gestq podprzestrzeniq liniowq.
Czyli LP(p) = S(M)”.Hp jest uzupetnieniem przestrzeni €(p) w normie || - ||,

Dowdd. O]

1.2.3 Przestrzenie L

Powyzej rozpatrywalismy przestrzenie LP dla 1 < p < oco. Do kompletu zdefiniujemy jeszcze
przestrzenie L.

Definicja 1.43. Funkcja x : Q — F jest istotnie ograniczona wzgledem p, jesli jest ograniczona
poza zbiorem miary zero, tzn. gdy istnieje A € X taki, ze u(A) = 0 oraz supyeq 4 |7(t)] < 0.
Supremum istotnym funkcji r nazywamy wartosé

Zl|oo := inf sup |z(t)]. 1.2
ol = int | sup fo(0) (1.2

Zbior mierzalnych funkcji istotnie ograniczonych oznaczamy przez L£°(pu).

Lemat 1.44. Dla kazdego x© € L®(n) infinimum w (1.2) jest de facto minimum, tzn. istnieje
A € X taki, ze p(A) =0 oraz ||7|le = supyeqya [2(1)]-

Dowdd. 7 definicji (1.2), dla kazdego n € N istnieje zbior A, € X taki, ze u(A,) = 0 oraz
suPseqa |7(t)| < [|7]|oe + 1/n. Wtedy dla A = (2, A, mamy pu(A) = 0 oraz

sup [z (t)] < [[zflo + 1/,

[2]loc < sup |z(t)| =
teQ\A teM Q\An

dla kazdego n € N. Czyli [|7lo = sup,cq\a [(1)]- O
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Zbior L£°(p) mierzalnych funkgeji istotnie ograniczonych jest przestrzenia liniowa, na ktorej
|2]|oo jest poinorma (sprawdzi¢ @ ). W $wietle Lematu 1.44, ||7]. = 0 wtedy i tylko wtedy,
gdy 2z "2" 0. Zatem mozemy w naturalny sposob rozszerzyé Definicje 1.34 o przypadek p = oo:

Definicja 1.45. Przestrzeniq funkcji istotnie ograniczonych nazywamy przestrzen ilorazowsa

L2 () == L) [nw = L) [ Lo(p1),

wyposazona w norme || - ||« zadana przez supremum istotne. Konwencje 1.35 rozszerzamy na
przypadek, gdy p = oc.

Twierdzenie 1.46. Przestrzeri L>®(pn) z normg ||x||« jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. (Warto porownaé z dowodem Twierdzenia 1.36). Niech {z,}22, C L*>(u) ciag Cauchy.
Przechodzac ewentualnie do podciagu mozemy zalozy¢, ze ||z, — Tm|lw < (1/2)" dla m > n.
Wtedy zbiory A, := {t € Q: |x,(t) — o1 ()| > (1/2)"}, n € N, maja miare zero. Zatem zbior

A=A ={t € Q: Fnenlmn(t) — zaa(8)] > (1/2)"}

n=1
tez ma miare zero (bo pu(A) < >°°, u(A,) =0). Zauwazmy dalej, ze

t € Q\ A= Voen [2a(t) — 2os1 (B)] < (1/2)" = Yoz [2a(t) — 2 (8)] <D (1/2)%,
k=n

Zatem dla t € Q\ A ciag liczbowy {x,(t)}>2, jest Cauchy, czyli istnieje granica z(t) :=
lim,, o 2, (). Ponadto

[#(t) — wa(t)] = T [ (t) —2a(0)] < Jim (1720 = 37 (1/2)F = (12

Zatem, ktadac dla t € A np. z(t) := 0, dostajemy funkcje, = : Q@ — F dla ktorej

& = Zalloe < sup [2(t) — 2a(8)] < (1/2)"1 —0,  przy n— oo,
teQ\A

ll-llo

Czyli z,, x oraz w szczegolnoscl ||z]|c < || — Znlloo + [|Tnllco < 00, skad x € L®(u). O

Uwaga 1.47. Nierownos¢ Holdera (Twierdzenie 1.30) zachodzi dla p =11 g = oo, tzn.

lzylle < llzllllyllo-
Rzeczywidcie, jesli A € ¥ taki, ze pu(A) = 0 oraz ||z = sup,ea\a [y(t)], to

oyl = [ lesldi= [ fesldi< [ ol sup @)ldn < [ el ol di = ol ol
Q O\A o\A teQ\A Q
Przyktad 1.48 (Przestrzen funkcji ograniczonych). Jesli p jest miara liczaca, to jedynym zbio-
rem miary zero jest zbior pusty. Zatem w tym przypadku L°°(u) pokrywa sie z przestrzeniq
funkcyi ograniczonych
B(Q):={z:Q — F:sup|z(t)] < oo}
teQ

z norma |||« := sup,eq |(t)|. Oczywiscie, jesli 2 = N, to L>(u) = £ jest przestrzenia ciagow
ograniczonych z norma ||z|« = supey |z(k)|, a jesli @ = {1,...,n}, to L>=(u) = F" z norma
|z]|co = maxg_1, ., |x(k)|. Jesli 2 jest przestrzenia topologiczna, to przestrzen funkeji ciagtych i
ograniczonych Cy(2) C B(2) jest domknieta podprzestrzenia liniowa przestrzeni B((2).
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Zbieznos¢ w przestrzeniach LP dla 1 < p < oo jest trudna do scharakteryzowania w terminach
innych znanych zbieznosci funkcji, por. Uwaga 1.37. Inaczej jest ze zbieznoscia w przestrzeni L*°.
Przypomnijmy, ze zbiezno$¢ w normie supremum jest réwnowazna zbieznosci jednostajnej =,
patrz strona 7. Natomiast zbieznosé¢ w L™ jest rownowazna zbieznosci jednostajnej poza zbiorem
miary zero:

Lemat 1.49. z, RN Tplova = xloaa dla pewnego A € 3, gdzie p(A) = 0.

Dowdd. Implikacja ‘<= jest jasna. Zalézmy wiec, ze z, % 2. Na mocy Lematu 1.44, dla
kazdego n € N istnieje zbior A, € ¥ miary zero taki, ze ||z, — 2|l = Sup;eqya, |Tn(t) — z(t)].
Wtedy A :=J,_; A, jest zbiorem miary zero takim, ze |z, — @|le = Sup,co\a [2n(t) — x(t)| dla
kazdego n € N. Czyli z,|o\a = |0\ - O

1.3 Operatory ograniczone

Ustalmy przestrzenie unormowane X i Y nad cialem F = R,C. Normy na X i Y (mimo, iz
formalnie sg to dwie rozne funkcje) bedziemy oznaczaé¢ tym samym symbolem || - ||. Z kontekstu
bedzie wynika¢, w ktorej przestrzeni dana norma jest liczona.

Operatorem lintowym z X do Y nazywamy odwzorowanie liniowe 7' : X — Y, tj. funkcje
spelniajaca

Tx+y) =T(x)+T(y) oraz T(\z) = \T'(z),

dla wszystkich x,y € X i A € F. Przy czym, jedli nie prowadzi to do nieporozumien to, zwycza-
jowo piszemy Tz w miejsce T'(x). Wtedy powyzsze wzory przyjmuja postac:

Tx+y) =Tz +Ty oraz Thx = NTz.

Nazwa operator wzicta sie od przyktadéw takich odwzorowan pochodzacych od réznych operacji
wykonywanych na funkcjach (np. operacja catkowania lub rézniczkowania). Dodatkowo nazwa ta
jest poreczna jezykowo, gdyz lementy rozpatrywanych przez nas przestrzeni sa zazwyczaj prze-
strzeniami funkcji, a wyrazenie “operator w dzialaniu na funkcji’ brzmi nieco lepiej niz “funkcja
liniowa w dzialaniu na funkcji”. Zatem trzeba zapamietac, ze:

operator liniowy = odwzorowanie liniowe

Co wiecej czesto bedziemy opuszczaé¢ przymiotnik “liniowy”, jako ze innych operatoréow tu roz-
patrywaé nie bedziemy!

Dodatkowo, bedziemy zainteresowani badaniem wytacznie operatoréw ograniczonych, tj. spet-
niajacych réwnowazne warunki w ponizszym stwierdzeniu:

Stwierdzenie 1.50. Operator liniowy T : X — Y przeksztatca zbiory ograniczone na zbiory
ograniczone <= istnieje stata C' > 0, dla ktorej zachodzi “nierdwnosé ograniczonosci”:

Voex || Tz| < Clz|.2 (1.3)
Zachodzi réwniez nastepujgca rownosé, ktdrej wspolng wartosé oznaczamy przez ||T)||:

[T := inf{C" > 0: Voex || T|| < Cllz]|} = sup 1T (1.4)

llzll=

2Zauwazmy, ze norma |Tz| jest liczona w przestrzeni Y, a norma |z|| w przestrzeni X. W szczegdlnosci,
formalnie warunek (1.3) powinno sie zapisa¢ jako

Vaex ||Tzlly < Cllz|x,

gdzie || - || x oznacza norme na X, a || - ||y norme na Y.
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Dowdd. “=": Niech S := {z € X : ||z|| = 1} bedzie sfera jednostkowa w X. Zbior S jest
ograniczony w X, wiec z zatozenia T'(S) = {Tz : ||z|| = 1} jest zbiorem ograniczonym w Y.
Zatem C' := supy, 1 [|T%|| = sup,ers) |lyll < oo. Pokazemy, ze C' spelnia (1.3). Niech z € X
dowolny. Jesli x =0, to | Tz|| = |0l =0=C-0=C- ||z, czyli (1.3) zachodzi trywialnie. Niech
wiec x # 0. Wtedy Hi—” € Sistad

HTL

]

T
’ <C <= | ”@H)H <C <= |Tz|| < C||.
T
To dowodzi (1.3) oraz ze inf{C' > 0: Voex | T|| < Cllz||} < supyz [IT2]].
“«<=": Niech C spetia (1.3) i niech K C X zbior ograniczony. Wtedy istnieje C" > 0 takie,
ze dla x € K mamy |z| < C'. Stad dla x € K mamy ||[Tz| < C|lz| < C-C" < co. Zatem
TK ={Tz:x € K} jest zbiorem ograniczonym. Co wiecej,

Voex  |[Tz| < Cllzll == Veexzo  [T(x/llz|)]| < €= sup [[Tz]| < C.

llz]|=1

Skad sup, =1 [|T2]| <inf{C > 0:V,ex |[[Tz] < C[lz||}. Przeciwna nieréwnosé¢ wykazalismy w
dowodzie implikacji “==". Stad réwnos¢ w (1.4). O

Definicja 1.51. Operator liniowy 7', dla ktorego istnieje stata C' spelniajaca nieréwnosé ogra-
niczonosci (1.3) nazywamy operatorem ograniczonym. Natomiast liczbe ||T'|| dana wzorem (1.4)
nazywamy normg operatora T

Uwaga 1.52. Operator T jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jego norma (1.4) jest
skoticzona, tj. gdy supj, = [T%|| < co. Norma operatora T' jest najmniejsza stala, dla ktore;]
zachodzi nier6wno$¢ ograniczonosci. W szczegdlnosci

Veex Tzl < T - fl]l.

Uwaga 1.53. Przy obliczaniu normy operatora oba wzory wystepujace w (1.4) sa przydatne.
Rownosé ||T)| = inf{C > 0:V,ex ||Tz| < C||lz||} pozwala znalezé¢ ograniczenie gorne: Jezeli C
spetnia nieréwno$¢ ograniczonosci, to [|T]| < C. Rownos¢ ||T'|| = sup, = [|Tx|| daje ograniczenie
dolne: Jezeli ||z|| = 1 to ||Tz|| < ||T||. Schematycznie obliczanie ||T'|| sktada sie¢ zazwyczaj z dwoch
krokow:

1) Vaex ||Taf| < O]

2) H{Im}%ozlgx, ||Tl‘n|| - C

[|zn||=1,n€EN

T =C
tzn. trzeba znalezé jak najmniejsze C takie, zeby zachodzilo 1), a nastepnie ciag unormowanych
wektorow w X takich by zachodzilo 2). Wtedy ||T'|| = C.

Jednym 7z podstawowych faktow (bez znajomosci ktorego zaden student nie moze liczyé na
pozytywna ocene z egzaminu z analizy funkcjonalnej!!!) jest nastepujaca réwnowaznosé dla ope-
ratoréw liniowych:

operator ograniczony = operator ciagly.

Mowiac bardziej “uczenie” powyzsza réwnowazanoSé oznacza, ze w kategorii przestrzeni unor-
mowanych operatory ograniczone sg naturalnymi morfizmami, bo zachowuja zaréwno strukture
liniowa jak i topologiczna. Mianowicie, zachodzi nastepujace:

Twierdzenie 1.54. Niech T : X — Y operator liniowy miedzy dwiema przestrzeniami unormo-
wanymi. Nastepujgce warunki sg rownowazne:
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(1) T jest ograniczony;

(2) T jest odwzorowaniem cigglym;

(3) T jest ciggte w pewnym punkcie o € X;
(4) T jest ciggle w zerze.

Dowdd. (1)=-(2). Wynika to z wlasnosci Lipschitza dla operatoréw ograniczonych. Rzeczywiscie,
dla dowolnych z,y € X mamy ||Tx — Ty|| = [|T(z — y)|| < |[|T||||x — y||. Zatem jesli z — y, to
Trx —Ty.

(2)=-(3). Z definicji, funkcja ciagta jest ciggla w kazdym punkcie.

(3)=(4). Jesli x, — 0, to x,, + g — xo, a zatem z cigglosci T w xg mamy Tz, = T(z, +
xg) — Twg — Taxg — Txo =0 = T(0). Czyli operator T jest ciagly w zerze.

(4)=(1). Zalozmy nie wprost, ze T" nieograniczony. Wowczas istnieje ciag {z,}22, C X taki,
ze ||x,|| = 1 oraz | Tx,|| > n dlan € N. Wtedy | =l = \/iﬁ — 0, czyli 7= — 0. Natomiast,

>n- \/iﬁ = \/n — 0o0. Zatem T nie jest ciagly w zerze. O

T2

Jedna z wazniejszych metod konstrukcji operatoréw ograniczonych jest zdefiniowanie naj-
pierw operatora na gestej podprzestrzeni, a nastepnie rozszerzenie go na cala podprzestrzen za
pomocg nastepujacej zasady cigglego przedtuzenia operatorow liniowych.

Twierdzenie 1.55 (Zasada ciaglego przedtuzania operatorow). Kazdy ograniczony operator
lintowy T : M — Y zdefinowany na podprzestrzeni M przestrzeni unormanej X o wartoSciach
w przestrzeni Banacha Y przedtuza sie jednoznacznie do ograniczonego operatora liniowego T -
M —'Y na domknieciu przestrzeni M. Ponadto

1Tl =117

W szczegdlnosci, jesli M jest gestq podprzestrzenig X, to T jednoznacznie przedtuza sie do ope-
ratora ograniczonego na X.

Dowdd. Jedli g € M, to istnieje ciag {x,}°, € M zbiezny do zo. Wtedy ciag {Tx,}2, C Y
jest ciagiem Cauchy w Y, gdyz

[Tz, = Twpll < T - [l2n = 2wl — 0, przy n,m — occ.

Zatem na mocy zupetnosci Y ciag {Tx,}5°, jest zbiezny do pewnego yo € Y. Zauwazmy, ze
punkt yo zalezy tylko od punktu xg, tzn. nie zalezy od wyboru ciagu {z,}°°,. Rzeczywiscie,
jezeli {x! }°°, C M inny ciag zbiezny do zy, to ciag {Tx! }°°, jest zbiezny do yo, gdyz

lim [yo = T, [| = lim |[Tay —Ta || < lim [T - [[zn — @[] = 17| - |20 — @0l = 0.
n—00 n,m—00 n,Mm—00

Zatem kladac Txo := 1o otrzymujemy poprawnie zdefiniowana funkcje T : M — Y. Jako ze
granica jest operacja liniowa, z powyzszej konstrukcji natychmiast wynika, ze T jest operatorem
liniowym. Jasne jest, ze Tz = Txo dla 29 € M (bo jesli zyp € M, to za ciag {2, }°, zbiezny
do o mozemy wrziaé ciag staty {zo}>2,). Czyli T jest przedtuzeniem T. Ponadto, dla kazdego
xo € M oraz ciagu {z,}22, C M zbieinego do ro mamy

[Taoll = lim [T, < lim [T - ) = 7] - lzo].
Czyli operator T jest liniowy oraz ||T]| < [|T|. De facto ||T|| = ||T]| poniewaz |[T|| > ||T|
wyunika wprost stad, ze T' jest przedtuzeniem 7. [

Uwaga 1.56. W koncowej czesci dowodu Twierdzenia 1.11 mieliSmy do czynienia ze szczegblnym
przypadkiem Twierdzenia 1.55, gdzie wyjsciowy operator T": M — Y jest izometria. Wtedy jego
przedtuzenie T': M — Y tez jest izometria.
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1.3.1 Przyklady operatoré6w ograniczonych

Uwaga 1.57. Najwazniejsze operacje w Analizie sg liniowe! Co wiecej, operatory liniowe okre-
§lone na przestrzeni Banacha (unormowanej, zupeltnej) “z natury” sa ograniczone.?

Przyklad 1.58 (Catkowanie). Niech X := L'(u) bedzie rzeczywista przestrzenig funkcji cal-
kowalnych wzgledem miary p oraz niech Y := R (jednowymiarowa przestrzeni Banacha nad R).
Wtedy catka

Tx = /Qx(t) du(t), r € LY(p),

jest operatorem liniowym 7' : L' (1) — R. Jest to operator ograniczony o normie 1. Rzeczywiscie,

il - | [ ar(t)dmw\s [lelant =11l — 7l <1

Z drugiej strony biorac dowolny zbior mierzalny A C Q taki, ze 0 < u(A) < oo? i kladac

T = m]lA mamy ||z||; = 1 oraz [Tx| =1, skad 1 < ||T||.

Przyktad 1.59 (Rézniczkowanie). Niech X := C(M([0, 1]) bedzie przestrzenia funkeji rozniczko-
walnych w sposob ciagly i niech Y = C(]0, 1]) przestrzen funkcji ciagtych. Obie przestrzenie roz-
patrujemy z normg supremum (zauwazmy, ze C(1(]0,1]) jest podprzestrzenia liniowa C([0, 1])).
Operator rézniczkowania 7' = % X =Y, tzn.

(Tz)(t) == 2'(t) z e CW([0,1]),t € [0,1],
jest poprawnie okreslony i liniowy. W rozpatrywanych normach operator 7" jest nieograniczony!
Rzeczywiscie, ktadac z,(t) = t" mamy

|Tolle =1 oraz ||Tx,|| = ||2)||cc = sup \nt"’l\ =n — o0.
te€[0,1]

Nie jest to sprzeczne z Uwaga 1.57, gdyz przestrzen C'M([0,1]) z norma supremum nie jest
zupelna (@ wykazaé to). Standardowa norma na przestrzeni CM([0,1]) jest dana wzorem

zlli = |2]|leo + |7 |lo = max |2(¢)| + max |2/(1)].

Izl = llzlloe + llalloe = max [2(t)] + max [2/(2)]
Przestrzenin X = C(V(]0,1]) z norma ||-||1 jest przestrzenia Banacha (@ wykazad to). Z ta norma
na X operator T jest ograniczony i jego norma wynosi 1. Rzeczywiscie, || 72| = [|17]| 0 < 1+||2]|1,
czyli ||T|| < 1. Zauwazmy, ze aby udowodni¢ nier6wno$¢ przeciwng nie uda sie nam znalezé funkeji
r € X takiej, ze [|z]|; = 1 oraz |Tx|| = 1, bo wtedy mielibySmy [|2Z||oc + [|7/||cc = 1 = |2 || 00,
co implikuje, ze ||z]loc = 0 czyli 2z = 0 oraz 2’ # 0 (bo [|7|le = 1) Z. Natomiast, mozemy
znalez¢ funkcje, dla ktorych ||z||; = 1 oraz ||Tz|| jest dowolnie bliskie 1 (réwnowazenie ||z||o

jest dowolnie bliskie zera). Na przyktad, ktadac z,(t) = nt—_; mamy
" nt" 1 n
el = s |57 ma | =+
oraz )
T oo = max || = " 1,
tefo,1] [n + 1 n+1

Zatem ||T'|| = 1, por. Uwaga 1.53.

3Jesli na tescie bedzie pytanie, czy dany (zdefiniowany w sposéb jawny) operator liniowy na przestrzeni
Banacha jest ograniczony, to Smiato mozna odpowiedz, ze tak.

4Jegli taki zbior nie istnieje, to X = {0} jest przestrzenig zerowa, a tak nierozsadnie zdegenerowang sytuacje
bedziemy ignorowaé
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Uwaga 1.60. Na Przyktadzie 1.59 widzimy, ze mimo, iz nie uwzgledniamy tego w notacji, to
norma operatora T : X — Y zalezy od norm na przestrzeniach X 1 Y! Ponadto, na ogot,
supremum we wzorze ||T'|| = sup, -, [|[Tz]| < oo nie mozna zastapi¢ przez maksimum. Dlatego
w kroku 2) w Uwadze 1.53, na ogol, potrzebujemy ciagu wektorow {x,,}22 ,, a nie pojedynczego
wektora (jak mialo to miejsce w Przyktadach 1.61, 1.58).

Przyktad 1.61 (Zamiana zmiennych). Niech X := C,(N) i Y := C,(M) beda przestrzeniami
funkeji cigglych i ograniczonych na przestrzeniach topologicznych M i N (z norma supremum).
Niech ¢ : M — N bedzie odwzorowaniem ciagtym. Operator kompozycji T : X — Y dany
wzorem

(Tz)(t) == 2(p(t), =€ G(N),teM,

jest poprawnie okreslony (bo z o : M —+ N — F jest funkcja ciagly i ograniczona) oraz
liniowy. Operator ten ,zamienia zmienne” za pomocg odwozorowania ¢. Zauwazmy, ze

[Tz]loo = sup |z(p(t))] = sup |z(s)] < supfz(s)| = [|z]|w.
teM s€Ep(M)CN seN
Zatem T jest operatorem ograniczonym oraz ||T| < 1. W rzeczywistosci ||T']| = 1, gdyz dla
funkcji # = 1 (tozsamosciowo rownej 1) mamy ||z||.c = 1 oraz ||Tz||e = ||z]l« = 1, skad

1 <||T||, por. Uwaga 1.53.

To ze normy operatoréw w powyzszych przyktadach wynosza 1 jest przypadkiem. Aby czytel-
nik nie odniést mylnego wrazenia, ze tak musi by¢ zawsze, rozwazmy jeszcze jedng wazna klase
operatoréw. Ponizsze obliczenia pokazuja, ze wyznaczenie normy operatora jest czesto zadaniem
nietrywialnym.

Przyktad 1.62 (Mnozenie przez funkcje). Niech X =Y = L*([0,1]), 1 < p < oo, przestrzen
funkeji catkowalnych w p-tej potedze wzgledem miary Lebesgue’a na [0, 1]. Dla dowolnej funkcji
ciaglej a € C([0, 1]) operator mnozenia

(Tox)(t) == a(t)z(t), re X, tel0,1],

jest porawnie okreS§lonym operatorem liniowym 7, : X — X. Twierdzimy, ze jest to operator
ograniczony oraz ||T,|| = ||al|sc = max.ejo ) |a(t)|. Rzeczywiscie,

(Tucly = ( [ laeyoto due ) ([ Malle ool dut >) — llallo - el

Skad ||7.]| < ||a]|so- Aby pokazaé nieréwnosé przeciwng, dla kazdego n € N potozmy A, := {t €

[0,1] : [|la(@®)[? = ||all%| < 1/n} oraz z,, := W]IA"' Wtedy ||z,|, = 1 oraz

e g ([ o) 2 ot (f e o)

1

e
= (M= 3)" = el

Zatem || Town |, — llalloo 1 stad [|Ta]] = [la]|-
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1.3.2 Roéwnowazno$é norm i przestrzenie skonczenie wymiarowe

Rozwazmy dwie normy || - ||; i || - [|2 na przestrzeni liniowej X.
Definicja 1.63. Powiemy, ze norma || - ||; jest mocniejsza od normy || - || (lub ze || - ||2 jest
stabsza od || - ||1) jezeli
EIc>0 vaX HxHQ < CH[L‘Hl
Normy || - |1 1] - ||2 sa rdwnowazne jezeli norma || - ||; jest jednocze$nie mocniejsza i stabsza od
I+ ll2, czyli gdy
Jerer>0 Voex  [zlla S ellzfy oraz < coffzfl2.

Stwierdzenie 1.64. Nastepujgce warunki s¢ réwnowazne:

(1) norma || - ||1 jest mocniejsza, niz || - ||2;

(2) zbieznosé ciggu w normie || - |1 pocigga zbieznosé w normie || - ||2;

(8) topologia zadana przez || - ||1 jest mocniejsza (wieksza) od topologii zadanej przez || - ||z
Jesli || - ||1 jest mocniejsza od || - ||2 @ przestrzen (X, || - ||2) jest zupetna, to (X, || -||1) jest zupetna.
Dowdd. Zauwazmy, ze norma || - ||; jest mocniejsza od normy || - [|2 wtedy i tylko wtedy, gdy
operator identycznosciowy id : (X, || - ||1) — (X, || - [|2) jest ograniczonym. Na mocy Twierdzenia

1.54 jest to rownowazne temu, ze odwzorowanie id : (X, ||-|]|1) = (X, ||-]|2) jest ciagte. Korzystajac
z ciagowe] charakteryzacji ciagtosci funkcji (kryterium Heinego) otrzymujemy, ze id : (X, ||-||1) —
(X, ]| - |l2) jest ciagte wtedy i tylko wtedy, gdy zbieznos¢ w || - ||; pociaga zbieznos¢ || - ||
Zatem (1) i (2) sa rownowazne. Korzystajac z topologicznej definicji ciagtosci otrzymujemy, ze
id: (X, || h) = (X, ] - ||2) jest ciagle wtedy i tylko wtedy topologia zadana przez || - || zawiera
sie w topologii przez || - |1, czyli (1) i (3) sa rownowazne. O

Whiosek 1.65. Nastepujgce warunki sg réwnowazne:
(1) normy || - |l @ || - |l2 s@ rownowazne;
(2) zbieinosé ciggu w normie || - ||1 jest rdwnowazna zbieznosci ciggu w normie || - ||2;
(3) topologie zadane przez || - |1 i | - ||2 sq takie same.
Ponadto jesli normy || - ||1 || - |2 s¢ rdwnowazne, to
(X, |l - |l1) jest przestrzeniq Banacha <= (X, | - ||2) jest przestrzeniq Banacha.

Dowdd. Rownowaznos¢ warunkow (1)-(3) wynika natychmiast z dwukrotnego zastosowania Stwier-

dzenia 1.64. Ponadto, jesli normy || - |1 1] - ||2 sa rownowazne, to ciag {z,}>>; C X jest Cauchy
w normie || - ||; wtedy i tylko wtedy, gdy {x,}22, jest ciagiem Cauchy w normie || - ||2, bo
||$n_xm||2 S Clen_mel oraz ”xn_xm”l S 62||xn_xm||2-

Ta uwaga wraz z rownowaznoscia zbieznosci w normach ||-||; 1 [|-||2 daje réwnowaznosé zupetnosei
przestrzeni (X, || - |[1) 1 (X, | - [|2)- O
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Przyktad 1.66. Na przestrzeni X = C0, 1] funkcji ciagtych na przedziale [0, 1] normy

[2]loo := max [z(8)], =[], == (/ | (t I”dt) p7 p € [l,00)

te[0,1]
nie sa rownowazne. Rzeczywiscie, niech x,,(t) = ¢". Wtedy |lz,|1 = fol trdt = £ — 0, cayli
{xn}52, zbiega do zera w normie || - ||;. Natomiast [|z,|lc = maxcpq[t"| = 1 4 0. Zatem
{x,}22 | nie moze zbiega¢ do zera w normie || - || (de facto w tej normie jest rozbiezny).

Przyklad 1.67. W przestrzeni X = F"” normy

1/p
2l = max (B, lall, = (Zu ) . pelloo)

=1,...,

sa rownowazne, poniewaz ||z||. < [|z||, oraz ||z||, < n|z|w dla kazdego z € X i p € [1,00).
Rownowaznosé norm w Przyktadzie 1.67, to nie przypadek, gdyz zachodzi nastepujace
Twierdzenie 1.68. W przestrzeni skonczenie wymiarowej kazde dwie normy sq rownowazne.

Dowdd. Niech X bedzie przestrzenig skonczenie wymiarowa. Czyli istnieje skoriczona baza Ha-
mela, tzn. liniowo niezalezne elementy ey, ..., e,, € X takie, ze Voex Jo(1),. amier © = 2 g (k)ey.
Wspotezynniki z(1), ..., x(n) € F, w powyzszej sumie, sa jednoznacznie wyznaczone przez x. Zde-
finiujmy na X norme wzorem
n
|2 |00 = LJax lz(k)], gdzie x = Zm(k)ek.

k=1
Wystarczy pokazaé, ze dowolna norma || - || na X jest rownowazna z || - ||« (bo réwnowaznosé
norm jest relacja rownowaznosci, a w szczegolnosei jest relacja przechodnia). Zauwazmy, ze

el = 1) a®R)enll < Y lla(R)erll =" Y letk)lllenll < llxllow D llexll
k=1 k=1 k=1 k=1

Zatem kladac ¢ := )", _, |lex|| mamy
lz|| < ¢||z|loo  dla kazdego x € X. (1.5)

Zalozmy nie wprost, ze nie istnieje analogiczna stata ¢ > 0 taka, ze [|z]|» < c|z| dla kazdego
r € X. Wtedy dla kazdego n € N znajdziemy =z, € X takie, ze ||z,|lcc > n|z,||. Kladac
Yp ‘= T—2— mamy

1z |loo

N 1
”m L1

[ynll =

Zatem z jednej strony vy, —> 1o, 7 drugiej strony, jednak strony ||y,|lc = 1. Czyli ciag {y,}52,

jest zawarty w sferze jednostkowej w normie || - ||oo. Jako Ze norma || - ||« jest rownowazna normie
euklidesowej ||-||2 (patrz Przyklad 1.67), to ma zastosowanie Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.”
Zatem istnieje podciag {yn, }°, zbiezny do pewnego y € X w normie || - ||o. Wtedy |y|lcc =
limy oo |Yngl|loo = 11 W szczegolnodei y # 0. Ale z (1.5) wynika, ze

1Y, — Yl < ellyn, — Ylloo — 0 przy k — oo.

H I — y # 0, co jest sprzeczne z tym, ze y,, — 0. o

Czyli yp,

STwierdzenie Bolzano-Weierstrassa mowi, ze w przestrzeni euklidesowej kazdy cigg ograniczony zawiera pod-
ciag zbiezny
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Whiosek 1.69. Kazda unormowana przestrzen skoriczenie wymiarowa jest zupetna (jest prze-
strzeniq Banacha).

Dowaod. Na mocy Twierdzenia 1.68 i ostatniej czesci Wniosku 1.65 wystarczy pokazac¢, ze prze-
strzent X = " jest zupelna w jakiekolwiek normie. Z analizy wiemy, ze np. przestrzen euklide-

sowa, czyli F* z normg || - ||2 jest zupelna (mozna to tatwo pokaza¢ @ korzystajac z zupetnosci
R). O

Whiosek 1.70. Kazda skoriczenie wymiarowa podprzestrzen Y przestrzeni unormowanej X jest
domknieta.

Dowdd. W $wietle Wniosku 1.69, Y jest przestrzenia Banacha. Zatem na mocy Stwierdzenia
1.10, Y jest domkniety podprzestrzenia w X. O

Whiosek 1.71. Kazdy operator liniowy okreslony na przestrzeni skornczenie wymiarowej jest
ograniczony (ciagly).

Dowdd. Niech T': X — Y liniowy i dim(X) = n < co. Wtedy istnieje baza ey, ..., e, przestrzeni
X. Skoro na X wszystkie normy sa rownowazne (Twierdznie 1.68) mozemy zalozy¢, ze dla x =
> iy ie; mamy |z = [lzfly = 320, |oi|. Wtedy

|Tall = 1T ciesl = | D aTeill <Y ol || Tes]) < C - ||l
i=1 i=1 i=1
gdzie C' := max;—1__, ||Te;||. Czyli operator T jest ograniczony (rownowaznie ciagly). O

1.3.3 Przestrzenie operatoréw ograniczonych

Zbioér operatorow ograniczonych miedzy przestrzeniami unormowanymi tworzy w naturalny spo-
sOb przestrzen normowang. W szczeg6lnosci nazwa “norma operatora” nie jest przypadkowa,
gdyz wzor (1.4) rzeczywiscie okresla norme na przestrzeni wszystkich operatoréw ograniczonych:

Definicja 1.72. Niech X i Y bedg przestrzeniami unormowanymi. Zbior
B(X,Y) :={T : X — Y operator liniowy i ograniczony }

nazywamy przestrzenia operatoré6w ograniczonych z X w Y. Przestrzen operatoréw ograniczo-
nych z X w X oznaczamy skrotowo B(X) := B(X, X).

Przestrzen B(X,Y') wraz z dzialaniami okreslonymi punktowo, tzn.
(T + S)x :=Tx + Sz, (AD)x := NT'x

dla 7,5 € B(X,Y), z € X, A € F = R,C, oraz norma operatorowa [T = sup,_; [|Tz| jest
przestrzenia unormowana, (@ sprawdzié¢ to). Jej zupetosé jest rownowazna zupetnogci Y:

Twierdzenie 1.73. Przestrzen operatordw ograniczonych B(X,Y) jest przestrzenig Banacha
wtedy 1 tylko wtedy, gdy Y jest przestrzeniqg Banacha.
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Dowdd. “=" Niech {y,}>2, C ciag Cauchy. Aby pokaza¢, ze ciag ten jest zbiezny zwiazemy
z nim pewien ciag operatorow {7,}°°, C B(X,Y) “jednowymiarowych”. Mianowice, wezmy

dowolny wektor unormowany zo € X, ||zo|| = 1. Pot6zmy
AYn, jeslix = Ax
Tz = Yns ) . 0 .
0, W przeciwnym razie,

tzn. Txg = y, oraz T,, = 0 poza jednowymiarowa podprzestrzenia {Azo : A € F} C X rozpieta
przez xo. Wtedy
ITull = sup |Toall = sup [ Tuhzoll = [ Tooll =l
llzl=1 |Al=1

Zatem operatory T, sa ograniczone i podobne rozumowanie pokazuje, ze
1T — Tl = HSllllpl (T — Tn)z|| = [[Thzo — Tinwoll = [[yn — yml|-
Czyli {T,,}>°, C B(X,Y) ciag Cauchy. Z zalozenia wiec, ciag {T,,}52, jest zbiezny w B(X,Y)
do pewnego operatora T' € B(X,Y). Wtedy T2 — Tz dla kazdego z € X (bo [T,z — Tz|| <
T — T|l||=|| — 0). W szczegblnosci, v, = Tpxo — Txg. Czyli ciag {y, o2, C jest zbiezny.

“«<=" Niech {T,,}22, € B(X,Y) ciag Cauchy. Dla kazdego x € X mamy ||T,,z — Tz| <
T — Taullllz|| — 0. Zatem ciag {T,z}5°, C Y jest ciagiem Cauchy w Y. Z zalozenia wiec
jest on zbiezny. Jego granice oznaczmy przez T'x € Y. W spos6b otrzymujemy operator liniowy
T : X — Y (operacja brania granicy jest liniowa!). Ponadto, dla kazdego = € X,

(T =Tzl = lim [[(Ton — To)a| < limsup [T, — Tof[ll] < sup | T — Talfflz]]

Stad
|T —T,| < sup ||T, — T,|| — 0, gdy n — oc.
m>n

Crzyli {T,}52, zbiega w normie do T'. W szczegdlnosci, skoro T, € B(X,Y) oraz T—T, € B(X,Y)
(dla dostatecznie duzych n), to T' =T — T, + T,, € B(X,Y) jest operatorem ograniczonym
(B(X,Y) jest przestrzenia liniowa). Czyli {7T,,}°°, jest zbiezny w przestrzeni B(X,Y). O

Zauwazmy, ze cialo skalarow Y := F jest (jednowymiariowa) przestrzenia Banacha. Zatem na
mocy Twierdzenia 1.73, przestrzen operatorow liniowych B(X,F) o wartosciach skalarnych jest
przestrznig Banacha. Jej elementy nazywamy funkcjonatami. Pelnig one kluczowa role w anali-
zie funkcjonalnej. W szczegolnosci, wérod znawcow tematu przewaza opinia, ze nazwa “Analiza
Funkcjonalna” wziela sie wlasnie od funkcjonalow.® Podstawowym przykladem funkcjonalu jest
caltka, patrz Przyktad 1.58.

Definicja 1.74. Przestrzen Banacha B(X,F) nazywamy przestrzenig sprzezong lub tez prze-
strzenig dualng do przestrzeni X i oznaczamy ja przez X*. Elementy przestrzeni X* = B(X,F)
nazywamy funkcjonatami ograniczonymi na X.

Uwaga 1.75. Zasadniczg motywacja do rozwazania przestrzeni dualnej X* jest fakt, ze pozwala
ona zdefiniowaé¢ nastepujaca forme dwuliniowa (zwanej czasem parowaniem)

X*x X > (f,z) — (f,z) := f(x) €F,

ktora imituje iloczyn skalarny na X. Zanim jednak zaglebimy sie w te nieco abstrakcyjna teorie
przestrzeni dualnych (podrozdzial 3.2), oméwimy wpierw dokladnie przestrzenie z “prawdziwym”
iloczynem skalarnym (patrz Rozdzial 2).

6Konkurencyjna opinia gtosi, ze przymiotnik “funkcjonalna” odnosi sie do funkcji, jako ze na analizie funkcjo-
nalnej zazwyczaj badamy przestrzenie funkcji
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Rozdziat 2

Przestrzenie Hilberta

Przestrzenie Hilberta to specjalny rodzaj przestrzeni Banacha, w ktérych norma pochodzi od
iloczynu skalarnego. Iloczyn skalarny zadaje na danej przestrzeni liniowej strukture metryczna
(norme) oraz geometryczna (pojecie kata, ortogonalnosc).

2.1 Iloczyn skalarny i norma

Zaczniemy od omoéwienia samego iloczynu skalaranego oraz normy, ktéra definiuje.

Definicja 2.1. Przestrzenig unitarng (lub tez prehilbertowskq) nazywamy przestrzen liniowa H
nad F = R, C wraz z iloczynem skalarnym, tzn. funkcja dwoch zmiennych (-,-) : H x H — F
spelniajaca

(1) (x,z) > 0oraz (x,z) >0dlax #0 (dodatnio-okreslonosé)
(2) {ax+ Py, z) = alx, 2) + By, 2), (liniowosé w pierwszym argumencie)
(3) (z,y) = (y. 2), (antysymetria)

gdzie z, y, z € H i o, 5 € F. Liczbe (z,y) nazywamy iloczynem skalarnym wektorow z, y.

Uwaga 2.2. W warunku (3), symbol (y, z) oznacza sprzezenie zespolone liczby (y, z). W szcze-
gblnosci, w przypadku rzeczywistym, tzn. gdy F = R, to sprzezenie zespolone mozemy pomingé
i warunek (3) przyjmuje postaé (x,y) = (y, z). Rzeczywisty iloczyn skalarny jest funkcjq dwu-
lintowg symetryczng! Nalezy tu podkresli¢, ze w literaturze naukowej zazwyczaj przestrzenie
Hilberta rozpatrywane sa nad cialem liczb zespolonych C.! Natomiast w przypadku rzeczy-
wistym mowi sie o rzeczywistych przestrzeniach Hilberta lub o (nieskoriczenie wymiarowych)
przestrzeniach euklidesowych.

Uwaga 2.3. Warunki (2) i (3), implikuja
(2) (z,ay + Bz) = alx,y) + Bz, 2), (antyliniowosé w drugim argumencie)

gdzie x, y, z € H i o, € F. W szczegolnosci, iloczyn skalarny jest formg pottoraliniowq, a w
przypadku rzeczywistym iloczyn skalarny jest formaq dwuliniowq!

Przyklad 2.4. Wzor (x,y) = > _, z(k)y(k) definiuje iloczyn skalarny na przestrzeni skofczenie
wymiarowej H = [F".

!Ponadto zazwyczaj zaktada sie liniowo$¢ ze wzgledu na drugi argument (ale to juz inna bajka)
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Przyklad 2.5. Wzor (z,y) = > oo, x(k)y(k) definiuje iloczyn skalarny na przestrzeni ciagow
sumowalnych w kwadracie H = 2.

Przyklad 2.6. Jesli (2,3, u) przestrzen z miara, to wzor (z,y) fQ w(t) definiuje
iloczyn skalarny na przestrzeni L?(u) funkcji catkowalnych w kwadracie Wzgl(@dem miary f.

Uwaga 2.7. Przyklad 2.6 obejmuje Przyktady 2.4, 2.5 jako szczegolne przypadki (wystarczy
wzia¢ miare liczacg odpowiednio na zbiorze skonczonym i zbiorze nieskoriczonym przeliczalnym).
Zauwazmy, ze iloczyn skalarny w Przyktadzie 2.6 jest poprawnie okreslony, tzn. funkcja x(t)m
jest catkowalna. Wynika to z nier6wnosci Holdera dla p = g = 2 (patrz wyktad 3):

/ 2 (O)y(®)] du(t) < llelz - Iyl

Powyzsza nier6wnos¢ zwana jest rowniez nierownosciqg Schwartza. Ponadto norma w przestrzeni
L?(u) zadana jest przez iloczyn skalarny wzorem

el = ( [l auto ) = x(t)Wdu(t)f: .

Okazuje sie, ze powyzsza nier6wno$¢ jak i zaleznos¢ miedzy norma i iloczynem skalarnym
zachodzi ogolnie dla wszystkich (abstrakcyjnych) przestrzeni unitarnych:

Definicja 2.8. Normg elementu x € H w przestrzeni unitarne; H nazywamy liczbe
2] == /{z, x).
Pierwiastek jest poprawnie okreslony, gdyz (x,z) > 0 na mocy Definicji 2.1(1).

Nastepujacy wzor mozna traktowaé jako wogdlnienie wzoru skréconego mnozenia: (a + b)? =
a® + 2ab + b%, gdzie a, b sg liczbami rzeczywistymi. Bedziemy go uzywa¢ wielokrotnie.

Lemat 2.9 (“Uogolniony wzor skroconego mnozenia”). Dila dowolnych wektorow x,y w prze-
strzeni unitarnej zachodzi ||z + y||* = ||z||* + 2 Re(z, y) + [ly||*.

Dowdd. Zastosowaé pottoraliniowosé iloczynu skalarnego oraz wzor Rez = 22 2 e C. & [

Twierdzenie 2.10 (Nierownosé¢ Schwartza). Dla dowolnych wektordw x,y przestrzeni unitarnej
zachodzi nierownosé

[{z o) < llzll - Nlyll-

Dowdd. (Inny i chyba latwiejszy do zapamietania, dowod przedstawimy w Uwadze 2.30.)
Wezmy \ € F takie, ze |A\| = 1 oraz |(z,9)| = Az,y) (mianowicie A\ = e~ @Y odzie arg 2
oznacza argument liczby zespolonej z). Dla kazdego t € R mamy

2.1(1) 99
0 < (tAz+y, Az +y) = [[Az]]* + 2Re(tAz, y) + lyl|* = 2]|=]1* + 2z, v)| + [ly]|*

Zatem funkcja kwadratowa f(t) := t?||z]|* + 2t|{(x, y)| + ||y||* > 0 jest nieujemna. Czyli f(t) ma
co najwyzej jedno miejsce zerowe, a stad jej wyroznik (czyli tzw. delta) jest niedodatni:

A =4z, y)* = 4ll=[*ly]* < 0.

Po przeksztalceniach daje to [(z,y)| < ||z - ||y]|- O
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Whiosek 2.11. Funkcja || - || = \/(,-) jest normg na przestrzeni unitarne;.

Dowdd. 7 Definicji 2.1(1), || - || jest poprawnie okreslona funkcja nieujemna taka, ze ||z|| = 0
wtedy i tylko wtedy, gdy x = 0. Dla A € F mamy

Azl = V(Az, Az) = \/ ANz, 2) = VA2, 2) = [A] - [l2].

Natomiast korzystajac z Lematu 2.9, nieréwnosci Re z < |z|?, z € C, oraz nieréwnosci Schwartza,
dla z,y € H mamy

2.9 Re z<|z|?
lz +yl* = [l + 2Rez, ) + [lylI* < ll=l* + 2/, y)| + [ly])*

210 2 2 2
< el 4 2l -yl + [yl = =l + [lyl)™
Pierwiastkujac te nieréwno$¢ otrzymujemy nier6wnosé trojkata. O

Definicja 2.12. Przestrzenig Hilberta nazywamy przestrzen unitarng, ktora jest zupelna w
normie || - || = /(:, ) zadanej przez iloczyn skalarny.

Uwaga 2.13. Nieréwnos¢ Schwartza implikuje, ze iloczyn skalarny (-,-) : H x H — F jest
funkcja ciagta w normie, ktora zadaje, tzn. jesli x, — x¢ i Ym — Yo, t0 (Tn,Ym) — (To, Yo)-
Rzeczywiscie,

[Ty Ym) — (20, Y0)| = KTns Ym) — (%0, Ym) + (T0, Ym) — (T0, Yo)|
< [{@n — o, Ym)| + [(Zo, Ym — yo)|

2.10
< Nz = zoll - 1l + o]l - lgm — ol “=="0.

Uwaga 2.14. Uzupehienie (patrz Twierdzenie 1.11) przestrzeni unitarnej jest przestrzenia Hil-
berta, gdyz na mocy zasady ciaglego przedluzenia operatoréw liniowych (Twierdzenie 1.55),
iloczyn skalarny przedtuza sie jednoznacznie do uzupelnienia. Ponadto kazda domknieta pod-
przestrzen liniowa przestrzeni Hilberta jest przestrzenig Hilberta, por. Stwierdzenie 1.10.

Zatem przestrzenie Hilberta to takie przestrzenie Banacha, w ktérych norma zadana jest
przez iloczyn skalarny. Jak rozr6zni¢ majac dang przestrzenn Banacha, czy jest to przestrzen
Hilberta? Innym slowy, jak majac dana norme rozpoznaé, czy odopowiedni iloczyn skalarny
istnieje? Okazuje sie, ze eleganckim geometrycznym kryterium charakteryzujacym przestrzenie
Hilberta jest tozsamo$¢ réwnolegtoboku:

Uwaga 2.15. Tozsamo$¢ rownolegtoboku mowi, ze:
suma kwadratow dtugosci bokow w rownolegtoboku jest rowna
sumie kwadratow dtugosci przekgtnych, patrz rysunek obok:

Twierdzenie 2.16. W dowolnej przestrzeni unitarnej H zachodzi “tozsamosé rownolegtoboku”
Voyer Nz +yl* +lla =yl =2 (l2)* + [ly[*) (2.1)

oraz tloczyn skalarny jest jednoznacznie wyznaczony przez norme “wzorem polaryzacyjnym”

o.g) = Lz +ulP =l —y]?). gy F =R, 22)
i kot le+ifyl?, gdyF=C.
Na odwrdt, jesli (X, || - ||) jest przestrzeniq unormowang, w ktdrej spetniona jest toisamosé row-
nolegtoboku (2.1), to wzdr polaryzacyjny (2.2) zadage iloczyn skalarny taki, ze |z| = \/(z, ).
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Dowaod. Pierwsza czes¢ tezy dowodzi sie poprzez proste rachunki z wykorzystaniem Lematu 2.9.
Dlatego dowod tej czedci pozostawiamy jako prace domows (@ policzy¢). Dowod drugiej czedci
twierdzenia jest znacznie trudniejszy i dlatego tez pozostawiamy go jako prace domows (@& dla
chetnych) - najlepiej poszuka¢ w literaturze. O

Whiosek 2.17. Przestrzen Banacha (X, || -||) jest przestrzeniq Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy
spetniona jest tozsamosé rownolegtoboku (2.1).

Przyklad 2.18. Przestrzen LP(u), p > 1, dla przestrzeni z miara (2, %, i), jest przestrzenia
Hilberta wtedy i tylko wtedy, gdy p = 2 (zakladamy tu, ze LP(u) jest co najmniej dwuwy-
miarowa). Rzeczywicie, to ze L?*(u) jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym (z,y) =
fo(t)Mdu(t) juz wiemy, patrz Przyklad 2.6. W druga strone zalézmy, ze w LP(u) jest
spelniona tozsamosé réownolegtoboku. Wezmy dwa zbiory rozlaczne A, B € ¥ takie, ze 0 <
p(A), u(B) < 00.? Podstawiajac z := 1,4 i y = 1 do obu stron tozsamosci (2.1) dostajemy (@&
policzy¢)

Lewa strona = ||z + yl[; + ||z — y[|; = p(AU B)% +u(AU B)% =2u(AU B)%,
mea%mma:2ﬂm%+WWﬁ):2<MAﬁﬁﬁdBﬁ>,

2 2
Dzielac prawa strone przez lewg otrzymujemy, 1 = ( pA) >p + <M€4(151)9)> . Czyli kladac \; :=

w(AUB)
©(A) w(B)
(AUB) p(AUB)

oraz Ay = dostajemy dwie liczby takie, ze

2 2
0<)\1,)\2<1, )\1+)\2:1:<)\1)p+<)\2)1’.

Powyzsze relacje moga zachodzié¢ tylko wtedy, gdy p = 2, gdyz jesli p > 2 to \; > ()\i)%, a jesli

p<2toX < (\)rdlai=1,2

Iloczyn skalarny pozwala zdefiniowaé¢ cosinus kata o pomiedzy dwoma wektorami x,y € H,
stosujac znany ze szkoty podstawowej wzor:

(z,y)

cos o 1= .
]l - Nl

W przypadku rzeczywistym, biorac arcus tangens mozemy za pomoca tego wzoru zdefiniowaé
sam kat o. Zauwazmy, ze wektory z, y sa do siebie prostopadle, gdy cosa = cos90° = 0, czyli
gdy (z,y) = 0. Uwaga to prowadzi do nastepujacej definicji pojecia ortogonalnosci w ogolnych
(abstrakcyjnych) przestrzeniach unitarnych:

Definicja 2.19. Powiemy, ze wektory =,y € H w przestrzeni unitarnej H sa ortogonalne (lub
tez prostopadte), co zapisujemy x L y, jezeli ich iloczyn skalarny wynosi zero. To znaczy

rly <= (z,y)=0.

Uwaga 2.20. Z antysymetrii i dodatniej-okreslonosci iloczynu skalarnego, patrz Definicja 2.1,
wynika, ze relacja ortogonalnosci jest symetryczna, tzn. x 1L y < y L x, oraz jedynym wektorem
prostopadtym do siebie jest x = 0.

2Takie zbiory istnieja, poniewaz zatozylismy, ze dim(LP(u)) > 2
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Pojecie iloczynu skalarnego pozwala na najkrotszy dowod Twierdzenia Pitagorasa jaki do tej
pory widzieliscie.> Mianowicie, zauwazmy, ze twierdzenie:

“W trojkgcie prostokgtnym suma kwadratow diugosci przyprostokgtnych
jest rowna kwadratows dtugosci przeciwprostokagtne;”,

w jezyku wektoréw przyjmuje nastepujaca postac:

Lemat 2.21 (Twierdzenie Pitagorasa). Jesli x L y, to ||z + y|* = ||z|* + ||y|]*-

p 2.9 zl
Dowdd. ||z + y|* = |l]* + 2Re(z,y) + [lyl* =" l2]* + llyll*. O

Uwaga 2.22. Z dowodu widaé, ze w przypadku rzeczywistym powyzsza implikacje mozna od-
wrocié, tzn. jesli H to rzeczywista przestrzen unitarna, to z L y <= ||z + y||*> = ||z||* + ||y

Bedziemy tez rozwazaé¢ wektory prostopadte do podzbioréw:

Definicja 2.23. Dopetnieniem ortogonalnym podzbioru M C H przestrzeni unitarnej H nazy-
wamy zbior
ti={r € H:2 L ydlakazdego y € M}.

Jesli x € M~ to piszemy tez x L M i méwimy, ze x jest ortogonalny do zbioru M. Dla dwoch
zbiorow N, M C H piszemy N L M jezeli n L. m dla kazdegon € N im € M.

Stwierdzenie 2.24. Dopetnienie ortogonalne M~ jest domknietq przestrzeniq liniowg.

Dowaod. Mozna to stwierdzenie dowies¢ wprost korzystajac z definicji. My przedstawimy tu do-
wod, ktory uwidoczni role funkcjonatéow liniowych. Przypomnijmy, ze iloczyn skalarny jest liniowy
ze wzgledu na pierwsza wspotrzedna. Zatem dla kazdego y € H wzor

fy(2) = (x,y), r e H,

definiuje funkcjonat liniowy f, : H — F = R, C. Z nier6wnosdci Schwartza wynika, ze

[fy(@)| = [{z, ) < [l - llyll,

tzn. funkcjonal f, jest ograniczony oraz || f,|| < ||yl (w rzeczywistosci, ||f,|l = |lyll, bo jesli
y # 0, to Kladac = = iy mamy ||lz|| = 1 oraz |f,(z)| = [{75. ¥)| = ”\Z’zl/llll ly|l). Zatem f, jest

ciagly i jego jadro ker f, = f~ 1(0) C H jest domknigta podprzestrzenia liniowa. Teraz wystarczy
zauwazy¢, ze
t={x € H:(r,y) =0dla kazdego y € M} = ﬂ ker f,.

yeM

Skad M~ jest domknigta podprzestrzenia liniowa (bo przekrdj przestrzeni liniowych jest prze-
strzenia liniowa, a przekrdj zbiorow domknietych jest zbiorem domknietym). O

Wprost z definicji wynika, ze M C M*+ := (M*)! oraz na mocy Stwierdzenia 2.24, zeby w
tej inkluzji zachodzita rownosé M musi by¢ domknieta podprzestrzenia liniowa. W rzeczywistosci
oczekiwaliby$émy, zeby dla domknietej podprzestrzeni M C H zachodzity relacje

M = M+ oraz H=MoM*".

Relacje te rzeczywiscie maja miejsce w kazdej przestrzeni Hilberta (wykazemy to w kolejnym
podrozdziale). Zupelno$¢ przestrzeni petni tu kluczowa role i w przestrzeniach unitarnych nie-
zupetnych dopehienie ortogonalne na ogo6t nie ma dobrych wtasnosci:

3W ksigzce E. S. Loomis, The Pythagorean Proposition, NCTM, 1968, spisanych jest 367 réznych dowodow
tego twierdzenia
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Przyktad 2.25 (Zdegenerowane dopetnienie ortogonalne w niezupelnej przestrzeni unitarnej).
Niech H = ¢y = {z = (2(1),2(2),...,2(N),0,0,...) : N € N,z(k) € F} bedzie przestrzenia
ciagoéw ze skoriczona iloscig wyrazow niezerowych. Jest to przestrzen unitarna wraz z iloczynem

skalarnym (z,y) = > oo z(k)y(k), dla z,y € H. Wtedy H jest gesta podprzestrznia liniows w

przestrzeni Hilberta (2, tzn. H = (2, por. Przyklad 2.5. W szczegolnosci, H nie jest przestrzeniq
zupetng! Rozwazmy domknieta podprzestrzenia liniowa H dana wzorem

M = {xEH:ix(k):O}

(domknietos¢ wynika z faktu, ze zbiezno§¢ w H pociaga zbiezno$¢ po wspolrzednych, a suma
Y re (k) jest de facto skoriczona, bo x € H = ¢q). Oczywiscie M # H. Mimo, to twierdzimy,
ze

M+ ={0}.
Rzeczywiscie, niech y € M*. Potozmy x,, := (0,...,0,1,—1,0,0,...) dla n > 0. Wtedy x, € M
——

,y(1),y(1),...) jest

n—1
oraz (x,,y) = 0 oznacza, ze y(n) = y(n+1), dla kazdego n > 0. Stad y = (y(1)
= 0. W szczegoblnosci

ciggiem statym, ktory od pewnego miejsca sie zeruje, bo y € H. Zatem y

M+M4£H — M#M-+={0}'=H.

2.2 Rzut ortogonalny

Niech H bedzie przestrzenig Hilberta. Jedna z kluczowych operacji, ktéra mozna wykonywaé¢ w
przestrzeniach Hilberta jest rzut ortogonalny. Intuicyjnie rzecz biorac (patrz rysunek ponizej),
rzut ortogonalny wektora z € H na podprzestrzen M C H to jest taki wektor y z przestrzeni
M, ze wektor x — y jest ortogonalny do przestrzeni M.

X

L~y

Definicja 2.26. Rzutem ortogonalnym wektora x € H na podprzestrzen M C H nazywamy
wektor y € M taki, ze v —y L M. Piszemy wtedy Pyx = y. Czyli

de
Pyr =y &, Veem (x—y,2) =0.

Uwaga 2.27. Rzut ortogonalny Py x jest wyznaczony jednoznacznie! Rzeczywiscie, jesli v,y €
M takie, ze (x —y,z) = 0 oraz (x — ¢/, z) = 0 dla kazdego z € M, to bioracza z =y —y € M
oraz odejmujac stronami poprzednie réwnosci otrzymujemy (y — v/, y — 3/) = 0, skad y = v/

W przestrzeniach Hilberta rzut ortogonalny na domknieta podprzestrzen zawsze istnieje. Ale do-
wod jest nietrywialny i zajmie nam kolejnych kilka stron. Co wiecej w przestrzeniach unitarnych
niezupelych (tzn. gdy H nie jest przestrzenia Hilberta) rzut ortogonalny moze nie istnie¢:
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Przyktad 2.28 (Nieistnienie rzutu ortogonalnego w przestrzeniach niezupelnych). Rozwazmy
przestrzen unitarng H = ¢y 1 jej domknieta podprzestrzen M z Przykladu 2.25. Dla wektora
r = (1,1,0,0,...) € H rzut na M nie istnieje. Rzeczywiscie, gdyby istnial y € M taki, ze
r—y L M, czyliz—y e M, tostad ze M+ = {0} otrzymaliby$my, ze x = y, co prowadzi do
sprzecznosci, bo x € M iy € M. W tym przyktadzie kluczowa role odgrywa de facto nie brak
zupetnosci przestrzeni H, lecz brak zupelnosci podprzestrzeni M, patrz Uwaga 2.35 ponizej.

Rzut ortogonalny na podprzestrzen jednowymiarowa istnieje zawsze, nawet w niezupelnych
przestrzeniach unitarnych. Co wiecej, mozemy na taki rzut wypisa¢ konkretny wzor:

Przyktad 2.29 (Rzut ortogonalny na podprzestrzen jednowymiarowa). Niech M = {\y : A € F}
bedzie przestrzenia rozpieta przez niezerowy wektor y € H. Niech z € H. Aby wyznaczy¢ Pyx
trzeba znalez¢ skalar \g € F taki, ze x — \gy L. M, ale skoro M jest rozpieta przez y, to

(z,y)
(y,y)

2=\
Veem (x — oy, 2) =0 = (= Xy, y) =0 <= (z,y) — Aoy, y) =0 <= X =

Zatem
(z,y) _ (@,y)

Y= Y.
(,9)" vl
Rzut ten nazywa si¢ tez rzutem ortogonalnym wektora x na wektor y i oznacza przez Pyx. Czyli

Pyx = Ay =

(z,y)
Px = —=u.
! lyll?

Uwaga 2.30 (Alternatywny dowod nieréwnosci Schwartza). Odlegtosé z od jego rzutu Pz, czyli
warto$¢ ||z — P,x||, mozna, a nawet nalezy traktowac jako odlegltos¢ wektora = od przestrzeni
rozpietej przez y. Obliczajac kwadrat tej odleglosci otrzymujemy dowod nieréwnosci Schwartza.

Rzeczywiscie, zatozmy, ze y # 0. Wtedy Pyx = %y i stad

29 1 12 {z,y) [z 9)1*) 1o S (G281 L CY )

o = Pyl 2 ol — 2Re {2y Kot gy — o = o6l
! lyl1? lyll* lyll? lyl1?
itz - Kzl
= || 2
Iyl

Czyli 0 < ||z — Pz|* = ||z|* — % Nieréwno$¢ ta jest rownowazna nierdwnosci Schwartza
[z, y)| < |lz|| - |lyll. Co wiecej, widzimy stad, ze rownosé [(x,y)| = ||z|| - ||y|| zachodzi wtedy
i tylko wtedy, gdy z = ﬁ;'gy lub y = 0. To z kolei jest rownowazne temu, ze x i y sa liniowo
zalezne (bo jesli z = Ay iy # 0, to j@ﬁg =\).
Whniosek 2.31. Rowno$é |(x,y)| = ||z| - ||y|| w nierdwnosci Schwartza zachodzi wtedy i tylko

wtedy, gdy wektory x ©y sq¢ lintowo zalezne.

Rysunek na stronie 31 sugeruje, ze jezeli y = Py x jest rzutem ortogonalnym wektora x € H
na podprzestrzeii M C H, to dtugos¢ ||y — z|| powinna byé¢ odlegtoscia wektora x od przestrzeni
M. To znaczy y = Pyx € M powinien byé¢ wektorem, w ktérym realizuje sie ponizsze infinimum

dist(x, M) = inf ||z — z||.
zeM

Pokazemy, ze w istocie tak jest (o ile M jest domknieta poprzestrzenia). Interpretacja ta jest klu-
czowa dla dowodu istnienia rzutu ortogonalnego w przestrzeni Hilberta! Mianowicie, pokazemy,
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ze dla kazdego domknietego podzbioru wypuktego M C H przestrzeni Hilberta H oraz wektora
x € H istnieje doktadnie jeden y € M taki, ze

—y|| = inf ||z — 2|.
=yl = inf a2

Przypomnijmy, ze zbior M C H jest wypukty, jezeli ¥y yerrVacp Az + (1 — X)y € M, tzn. gdy
kazdy odcinek o konncach w M caly zawiera sic w M, patrz rysunek:

P i Kl
wypukly / \ '.f/w]\}““ — \I}fﬁypu Y

/ / .] { : -‘\\

( / \

M

Oczywiscie kazda podprzestrzen liniowa jest zbiorem wypuklym.

1
T !

e g s
— -1""'-’.:‘. J
o S

Twierdzenie 2.32 (O odlegtosci od zbioru wypuktego). Niech H przestrzen Hilberta. Dla dowol-
nego domknietego zbioru wypuktego M C H oraz punktu x € H istnieje dokltadnie jeden y € M
taki, ze ||z — y|| = dist(z, M).

Dowdd. Zauwazmy najpierw, ze “przesuwajac’ zbior M mozemy zalozy¢, ze x = 0 (nie jest
to konieczne, lecz utatwia rachunki). Rzeczywiscie, jesli M jest domkniety i wypukly, to zbior
M=z—M:= {r — 2z : 2z € M} tez ma te wlasnosci, bo przesuniecie o wektor oraz odbicie
wzgledem zera sa homeomorfizmami zachowujacymi kombinacje wypukle?. Ponadto, y € M oraz
|z —yl| = dist(z, M) wtedy i tylko wtedy, gdy z—y € M oraz ||z —y|| = dist(0, M) = inf,_y; [|7]].
Zalozmy wiec, ze x = 0. Wtedy dowodzone twierdzenie przyjmuje nastepujaca postac:

C iety i ! = i . A
M C H domkniety i wypukly = 3!y enr |lvol| ylél]é[”y” / M “-.‘
Innymi stowy, potrzebujemy pokazaé, ze w domknietym i wypuktym
zbiorze M istnieje doktadnie jeden element o minimalnej normie. \Jo _//

“Istnienie”. Polozmy d := in]\f4 ly|| 1 niech {y,}°, C M taki, ze
=

llyn|| — d. Wystarczy pokaza¢, ze {y,}5°, jest ciagiem Cauchy, bo wtedy na mocy zupelhosci
H i domknietosci M, ciag ten jest zbiezny do pewnego yo € M, a z ciaglosci normy |lyo|| =
lim,, o0 ||Yn|| = d. Warunek Cauchy wynika z tozsamosci rownolegtoboku i wypuktosci M:

2
(2.1) Yn + Ym
9 = ymll* =" 20l 1* + 2llymll® = lyn + Y 1* = 2llyall* + 2llym|* — 4‘ 5
yngymeM n,m—0oo
< 2lwall® + 2llyml||? — 4d* =" 2d* + 2d* — 4d® = 0.
“Jednoznacznosc”. Jezeli y1, yo € M takie, ze ||y1|| = [|32]| = d, to rachunek niemal identyczny
do tego powyzej pokazuje, ze y; = yso:
2
(2.1) Y1+ Y2
= el 2 2+ 2l = -+l = 2+ 2l — 4| 2522

Yy1+y2 eM

<2l + 20yl — 4d? = 2d% + 242 — 4d® = 0.

40dwzorowania zachowujace kombinacje wypukte nazywamy odwzorowaniami afinicznynymi
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Uwaga 2.33. W zbiorze niewypukltym M moga istnie¢ dwa rézne punkty v,y € H takie,
ze ||z — 1| = ||lx — yef|| = dist(x, M). Takich punktow moze byé nawet nieskoriczenie wiele.
Wezmy np. H =C, 2 =01 M = {z € C: |z| > 1} dopelnienie kota jednostkowego. Wtedy
|z — y|| = dist(z, M) dla kazdego y lezacego na okregu S' = {z € C: |z| = 1}.

Twierdzenie 2.34 (O istnieniu rzutu ortogonalnego). Dla dowolnej domknietej podprzestrzeni
M C H przestrzeni Hilberta H oraz punktu x € H istnieje rzut ortogonalny y = Pyx. Co wiecey,

| =yl = dist(z, M) (2.3)
1 rzut ortogonalny y wektora x na M jest przez te rownoS¢ wyznaczony jednoznacznie.

Dowdd. Skoro M jest zbiorem wypuklym, to na mocy Twierdzenia 2.32 istnieje y € M spelnia-
jacy (2.3). Musimy pokazaé, ze x —y L M. Niech z € M. Dla kazdego t € F, y+tz € M, bo M
przestrzen liniowa. Zatem

(2.3) 2.9
lz —yl* < llo = (y+t2)I° = l(z —y) + 2> = [z — y[|* = 2Re (& — y, t2) + [t*[|=]*

Stad, po skroceniu przez ||z —yl|?, dostajemy, ze 0 < |t|?||z]|> —2 Re (z — y, tz) dla kazdego t € F.
Kladac t = se'?, gdzie s € Ri g := arg (x — v, 2) (jesli F = R, to ' = sign{x —vy, z) € {-1,0,1}
jest liczba rzeczywista) nier6wno$¢ ta przyjmuje postac

0 < s?|e"[?||2[|* — 25 Re(e™™ (x — y,2)) = s°[|2]|* — 25| (x — y, 2) |.

Czyli rzeczywista funkcja kwadratowa f(s) = s?||z||> — 2s| (x — y, ) | jest nieujemna i posiada
miejsce zerowe dla s = 0. Stad jej wyroznik A = 4|(z — y, 2)|* musi byé¢ réwny zero, czyli
(x—y,2) =0, tzn. z —y L 2. O]

Uwaga 2.35. 7Z powyzszego Twierdzenia wynika twierdzenie pozornie ogoélniejsze moéwigce, ze
,rzut ortogonalny Pz istnieje dla dowolnej zupetnej podprzestrzeni M C H przestrzeni unitar-
nej H oraz punktu x € H”. Rzeczywiscie, jesli M jest zupelna, to jest domknieta podprzestrzenia
uzupelnienia przestrzeni H do przestrzeni Hilberta H, por. Uwaga 2.14. Zatem Twierdzenie 2.34
zastosowane do inlkuzji M C H implikuje te ogolniejsza teze.

Whniosek 2.36. Dla dowolnej domknietej podprzestrzeni M przestrzent Hilberta H mamy
H=Mao&M™,
czyli Voen yenIens v =y + 2.

Dowdd. Niech x € H. Potézmy y := Pyx iz .= x —y. Wtedy © = y + 2z oraz z definicji rzutu
ortogonalnego z —y L M, tzn. = € M+. Aby pokazaé¢ jednoznacznoéé tego rozkladu zalozmy, ze
r=y +2 dlapewnychy e Miz € M+ Wtedy y—y' € M, z—2 € Mt orazy—y =z — 2/,
ale M N M+ = {0} (bo jedynym wektorem ortogonalnym do samego siebie jest wektor zerowy).
Zatem y =y oraz z = 2. O

Uwaga 2.37. Teze powyzszego wniosku mozna tez zapisaé jako 1 = Py, + Py, gdzie 1 jest
operatorem identyczno$ciowym na H. W szczegolnosci, jesli Py jest rzutem ortogonalnym na
domknieta podprzestrzen M, to 1 — Py jest rzutem na jej dopelnienie ortogonalne M*:

P]\/jlzl—PM.

Whiosek 2.38. Jesli M domknicta podprzestrzen przestrzeni Hilberta, to (M*)+ = M.
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Dowdd. Tnkluzja M C (M™*)* jest jasna, box € M = x L M* = 2 € (M*)*. Zeby
wykaza¢, inkluzje odwrotng wezmy element x € (M=), Zapiszmy go w postaci = y + 2z gdzie
y € M, z € M+, jak we Wniosku 2.36. Chcemy pokazaé, ze z = 0, bo wtedy x =y € M. W
tym celu zauwazmy, ze zaréwno = € (M*)* jak i y € M sa prostopadle do 2 € M=, a stad
0={(z,2) = (y+2,2) = (y,2) + (2,2) = (2,2) = ||2]|*>. Czyli z = 0. O

Na koniec oméwimy operacje brania rzutu ortogonalnego jako operator liniowy.

Lemat 2.39. Rzut ortogonalny H > x — Pyx € M C H na domknielq podprzestrzen prze-
strzeni Hilberta jest ograniczonym operatorem liniowym. Ponadto ||Py|| = 1, chyba, zZe Py =0
(rownowaznie M = {0}) i wtedy || Py|| = 0.

Dowdd. Niech z,y € H oraz «, § € F. Chcemy wykazac, ze Py (ax + fy) = aPyx + SPyy. 7
definicji rzutu ortogonalnego Pys(ax+ fy) to jedyny element w M taki, ze (ax + Sy) — Py (ox +
By) L M. Wystarczy zatem pokazaé, ze wektor aPyx + SPyy ma te same wlasnosci. Jasne,
ze aPyx + BPyy € M bo M przestrzen liniowa. Korzystajac z (poltora)liniowosci iloczynu
skalarnego, dla z € M mamy

((ax + By) — (aPyx + BPyy), 2) = olx — Py, 2) + By — Puy, 2) =0,

bo & — Pyx oraz y — Pyy sa ortogonalne do M z definicji rzutu. Zatem (ax + fy) — (aPyx +
BPyy) L M istad Py(ax + By) = aPyz + BPyy.

Aby wykazaé¢ ograniczonos¢ operatora Py; wezmy dowolny x € H. Korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa oraz rownosci 1 = Py + Py1, patrz Uwaga 2.37, otrzymujemy

2.21
[Parl|* < | Pagzll® + || Pagsl® = | Prz + Pagra|)* = [l

Stad [|Pu|| < 1. Jezeli Pyy # 0 to M # {0} i istnieje € M o normie 1. Skoro Pyx = x to
| Py|| = ||z|| = 1, czyli | Py > 1. Zatem || Pyl = 1. O

Operator rzutu ortogonalnego mozna scharakteryzowaé¢ na wiele réznych sposobéw. Jedna z
podstawowych wlasnosci operatora Py, jest to, ze jego obraz jest domkniety podprzestrzenia M
oraz jego obciecie do tej podprzestrzeni jest identycznoscia, tzn. Pys|y = idy. Obie te wlasnosci
mozna w jezyku operatorow zapisa¢ krotko poprzez rowno$é Pi = Py, gdzie P = Py o Py
jest sktadaniem odwozorowan liniowych. Wlasnos¢ te nawyzamy idempotentnosciq (z tac. idem,
wtaki sam, rowny” i potens, ,majacy moc, site”). Operator idempotenty to taki, ktorego dziatanie
nie zmienia wyniku przy kolejnych powtorzeniach.

Definicja 2.40. Operator liniowy P : H — H na przestrzeni liniowej H nazywamy idempoten-
tem (lub rzutem), gdy P? = P.

Kazdy rzut ortogonalny jest idempotentem (rzutem), ale nie na odwrot. Jesli P? = P jest
idempotentem, to P na swoim obrazie Im P := PH jest identycznoscig. Zatem jesli tylko P # 0,
to ||P|| > 1. Ponadto idempotent P zadaje rozktad przestrzeni na sume prosta

H =1Im P & ker P,

gdzie ker P = {x € H : Px = 0} to jadro operatora P. Rozklad ten wynika z rownosci 1 =
P+ (1 — P) oraz ker P = Im(1 — P) (@& sprawdzi¢ szczegoty). Rozklad ten wyznacza rzut P
jednoznacznie, gdyz jesli x = y + 2z, gdzie y € ImP i z € ker P, to Px = y. W szczegdlnosci,
mowi sie wtedy, ze P jest rzulem na podprzestrzen Im P wzgledem podprzestrzeni ker P. Rzut P
jest rzutem ortogonalnym wtedy i tylko wtedy, gdy ker P L Im P.
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Twierdzenie 2.41 (Charakteryzacje operatora rzutu ortogonalnego). Niech P : H — H liniowy
idempotent, tzn. P? = P, na przestrzeni Hilberta H. Nastepujgce warunki sqg réwnowazne:

(1) P jest rzutem ortogonalnym,

(2) ker P L Im P,

(3) P* = P jest samosprzezony, tzn. Yy en (Px,y) = (z, Py),
(4) |IP|| <1 (doktadniej |P|| =1 lub P =0).

Jesli powyzsze rownowazne warunki zachodzq, to P = Py jest rzutem ortogonalnym na swdj
obraz M =Im P = PH oraz ker P = M*.

Dowdd. (1)=-(2). Ta implikacja wynika z powyzszej dyskusji, patrz tez Uwaga 2.37.
(2)=(3). Przypomnijmy, iz ker P = Im(1 — P). Zatem z zatozenia PH | (1 — P)H. Stad dla
x,y € H mamy

(Pr,y) " py pyy + (Pa, (1 — Py TTEDT (P py)

PHL(1-P)H t=Pz+(1—P)z
= (Px, Py)y + ((1 — P)z, Py) = (x, Py).

(3)=>(4). Dla dowolnego x € H mamy

P2

®3)

9 P N.Schwart
| Pz||® = (Px, Px) = (P(Px),x) (

Pr,x)y < ||Paf] - [l])
Po skroceniu przez || Pz|| dostajemy stad, ze ||Px|| < ||x||. Zatem ||P|| < 1. Nier6wnos¢ ||P|| > 1
zachodzi dla kazdego niezerowego idempotenta. Czyli ||P|| =1 lub P = 0.

(4)=(1). Pokazemy, ze P jest rzutem ortogonalnym na podprzestrzeti M := Im P = PH.?
7 definicji trzeba pokazaé, ze x — Px L M dla kazdego x € H. Jest to réwnowazne inkluzji
ker P C M, bo ker P = (1 — P)H. Wezmy zatem dowolne = € ker P oraz y € M = Im P.
Wtedy Px = 0 oraz Py = y. Stad dla kazdego t € F dostajemy

IP<1 -
lylI* = I[Py + tPz||” = | P(y + tz)|* < |y +tl* = |lyl|* + 2 Ret(z,y) + [t[*[=].

Podobnie jak w dowodzie Twierdzenia 2.34 implikuje to, ze (z,y) = 0. Rzeczywiscie, ktadac
t = se”, gdzie ¢ := arg(x,y) i s € R, powyzsza nier6wnos¢ oznacza, ze rzeczywista funkcja
kwadratowa f(s) = 2s|(z,y)| + s*||z||* > 0 jest nieujemna. Stad (x,y) = 0, co nalezalo dowiesc.

O

Przyklad 2.42 (Rzuty na plaszczyznie). Niech H = R? bedzie plaszczyzna euklidesowa. Wtedy
wszystkie rzuty na o§ z-séow M = {(z,0) : z € R} sa dane przez macierze postaci

1 a
Pa—(o O), a € R.

Dla a = 0, Py jest rzutem na prosta y = 0 wzgledem prostej © = 0 (tzn. rzutem ortogonalnym
na M). Jesli a # 0, to P, jest rzutem na prosta y = 0 wzgledem prostej y = —z/a (tzn. rzutem
na M wzgledem podprzestrzeni N = {(z, —x/a) : * € R}). Zeby policzy¢ norme operatora P,
trzeba

zmaksymalizowaé funkcje f(x,y) = z + ay pod warunkiem 2?4 ¢* = 1.

5 M jest domknieta, bo jesli {y,}5%, € M iy, — Yo, t0 Yo = limy, 00 Yn = limy, 0o Pyn = Pyo € M
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Stosujac metode mnoznikoéw Lagrange’a (@ przeliczy¢ to) otrzymujemy, ze funkcja f osiaga
maksimum w punkcie (z,y) = (ﬁ, \/%7) i jej maksimum wynosi v/'1 + a?. Stad

| Pl = V1+ a2, acR.

W szezegolnosei || P,|| — oo, gdy a — oco. Czyli norma rzutu (idempotenta) moze by¢ dowolnie
duza. OczywiScie macierz P, jest samosprzezona wtedy i tylko wtedy, gdy a = 0 wtedy i tylko
wtedy, gdy || P.]| = 1, co jest zgodne z Twierdzeniem 2.41.

Przyklad 2.43 (Rzuty ortogonalne na L?(u) zadane przez zbiory). Niech H = L*(u) bedzie
przestrzenia Hilberta zwiazana z pewna przestrzenia z miara (2,3, u). Dla kazdego zbioru mie-
rzalnego A € X, zbior funkcji “zyjacych na tym zbiorze” {f € L*(u) : f zeruje sie poza A} jest
domknieta podprzestrzenia H, izometrycznie izomorficzna z przestrzenia L?(uls,) zadana przez
przestrzen z miara (A, ¥4, uls,), gdzie ¥4 = {B € ¥ : B C A}. Dalej bedziemy te izomor-
ficzne przestrzenie utozsamia¢. Rzut ortogonalny z L?*(u) na L?(u|s,) jest operatorem mnozenia
przez funkcje charakterystyczna 1 4 zbioru A, por. Przyklad 1.62. W szczegdlnosci 1% = 14 oraz
[Lallse =1 (0 ile p(A) # 0).

Przyklad 2.44 (Warunkowa wartos¢ oczekiwana jako rzut ortogonalny). Niech H = L%(u)
bedzie jak w przykladzie powyzej. Jesli F C ¥ jest o-podalgebra zbiorow, to {f € L?(u) :
f jest F-mierzalna} jest domknieta podprzestrzenia H izometrycznie izomorficzna z L2(u|r).
Zatem istnieje rzut ortogonalny P z L?*(u) na L?(u|7) (traktowana jako podprzestrzen tej pierw-
szej). Rzut ten w rachunku prawdopodobienstwa jest nazywany warunkowq wartoscig oczekiwang
pod warunkiem o-ciata F. Rzeczywiscie, jesli miara p jest skoniczona, to P spelnia nastepujace
wlasnosci, ktore definiuja warunkowa wartoscia oczekiwana:®

(1) Pf jest F-mierzalna dla kazdej funkcji f € H,
(2) Dla kazdego zbioru A € F i funkeji f € H mamy [, Pfdu= [, fdp.

Pierwsza wlasno$¢ zachodzi z definicji, natomiast druga wynika z nastepujacego rachunku

/ Pfdu= / (PP Ladp = (P14 "= (1 PLY 'S (1 14) = / Flady— / fdu.
A Q Q A

2.3 Uktady i bazy ortonormalne

Na kursie algebry (na pierwszym roku studiéw) uczymy sie, ze kazda przestrzen liniowa skori-
czenie wymiarowa posiada baze, tzn. maksymalny uktad wektoréw liniowo-niezaleznych, i wtedy
kazdy wektor z przestrzeni ma jednoznaczne przedstawienie jako kombinacja liniowa wektorow
bazowych. Taka baza, nazywana roéwniez bazg algebraiczng lub bazg Hamela, istnieje tez w nie-
skonczenie wymiarowych przestrzeniach liniowych, lecz nie jest juz wtedy tak praktyczna.

W przestrzeniach Banacha oprocz struktury liniowej mamy tez topologie, a wiec naturalnym
jest, aby w pojeciu bazy uwzgledni¢ réwniez pojecie zbieznosci. Teori¢ takich baz opracowal
Juliusz Schauder (jeden z przedstawicieli lwowskiej szkoly matematycznej). Mianowicie bazg
Schaudera w przestrzeni Banacha X nazywamy ciag {x,}22, C X o tej wlasnosci, ze dla kazdego
wektora x € X istnieje dokladnie jeden ciag skalarow {a,}52, C F taki, ze

o0

T = E ApTnp,

n=1

6Chegce by¢ uczciwym, trzeba powiedzieé, ze na rachunku prawdopodobienistwa wartoéé oczekiwang rozpatruje
si¢ zazwyczaj na przestrzeni L!(u), ktora w przypadku miary skoriczonej, jest na ogot “nieco” wieksza niz L?(u)
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gdzie szereg jest zbiezny w sensie normy przestrzeni X . Niestety
na obecnym (podstawowym) kursie nie poswiecimy tej bazie
wiecej miejsca. Warto jednak podkresli¢, ze baza Schaudera
nie zawsze istnieje nawet, gdy X jest przestrzeniq osrodkowq,
czyli gdy X zawiera prze liczalny zbior gesty.® Zagadnienie to
byto jednym z probleméw Ksiegi Szkockiej, ktore rozwiazal Per
Enflo, za co otrzymal od Stanistawa Mazura zywa ges, patrz
rysunek obok. (@ poczytaé¢ o tym w internetach)

¢Jesli przestrzen X posiada baze Schaudera, to musi byé¢ osrodkowa
(/ﬁ* dlaczego?)

W przestrzeni Hilberta oprécz zbieznosci mamy pojecie ortogonalnosci. Prowadzi to do ko-
lejnej (trzeciej) definicji bazy, w ktorej zaktadamy, ze wektory sa parami do siebie prostopadte
- tzw. baza ortogonalna. Dodatkowo mozemy wektory bazy unormowaé, tak aby kazdy z nich
mial dtugos$¢ 1. Wtedy mowimy o bazie ortonormalnej. Jak pokazemy ponizej bazy ortonormalne
istnieja w kazdej przestrzeni Hilberta i sa kluczowym narzedziem w analize tych przestrzeni.

Definicja 2.45. Rodzine wektorow {e;};c; € H w przestrzeni Hilberta H nazywamy
a) uktadem ortogonalnym, jesdli e; L e; dla i # j (tzn. (e;,e;) = 0 dla ¢ # j).
b) uktadem ortonormalnym, jesli e; L e;, gdy i # j oraz ||e;|| = 1, tzn. gdy
L, 1=y, .
€, i) = 0;; = T 1,7 € 1.
(e €a) = i {Q i, ’
(0, - delta Kroneckera).

Uwaga 2.46. Kazdy uktad niezerowych wektorow {u; }icr, ktory jest ortogonalny mozna unor-

mowa¢ do uktadu normalnego {e;};cr. Rzeczywiscie kltadac e; := ”Z—”, i € I mamy

(wi,ui) . .
@&ﬂ=<1“7uj>: (Wi j) _ ) ol 0= _ )L 1=, el
lwill" il /- Nwillllwgl o, i 10, i,

Jesli zbior indeksow [ jest przeliczalny, to mozna go ponumerowaé liczbami naturalnymi i w
powyzszej definicji mozna zastapi¢ rodzine {e;}ier przez ciag {e;}2, albo {e;}! ,, w zaleznosci
od tego, czy zbior indeksow [ jest nieskoriczony, czy skonczony.

W skoniczenie wymiarowych przestrzeniach Hilberta baze ortogonalna, odpowiednio ortonor-
malng, mozna zdefiniowa¢ jako baze algebraiczna, ktéra ma dodatkowo wtasnosé, ze wektory ja
tworzace sg ortogonalne, odpowiednio ortonormalne. Takie bazy tatwo skonstruowac:

Przyktad 2.47 (Ortogonalizacja Grama-Schmidta). Jesli M C H podprzestrzen skonczenie wy-
miarowa, to istnieje uktad ortonormalny {e;}! ; taki, ze M = lin{ey, ..., e,}, tzn. elementy M sa
kombinacjami liniowymi wektorow {e;} ;. Rzeczywiscie, niech {z;}?_, bedzie baza algebraiczna
przestrzeni M, tzn. {x;}! | sa liniowo-niezalezne oraz M = lin{x, ..., x, }. Proces ortogonalizacji
Grama-Schmidta sa to nastepujace rekurencyjne wzory

n—1
Uy =T, Ug:i=T9— P, xe, us:=x3— P x3—P,rs, ... | u,:=z,— E P,xp,
i=1

ktore definiuja uktad ortogonalny {u,;}7 ,, ktory rozpina M, tzn. M = lin{u,, ..., u,} (@& spraw-

dzi¢ to). Kladac e; := IIZZZII’ 1 =1,...,n, otrzymujemy ukltad ortonormalny rozpinajacy M.
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Ortogonalizacja Grama-Schmidta wraz z ponizszym stwierdzeniem daja prosty przepis na to
jak obliczy¢ rzut ortgonalny wektora na podprzestrzen skonczenie wymiarows.

Stwierdzenie 2.48. Niech M bedzie skoriczenie wymiarowq podprzestrzeniq przestrzeni Hilberta
H. Dla dowolnego uktadu ortonormalnego {e;}, takiego, Ze M = lin{ey, ...,e,} mamy

Pyx = Z(a:, ei)e;, dla kazdego x € H.

i=1
Ponadto, ||Pyz||?> =Y 1, [{z,e)|* dla x € M.

Dowadd. Rzut ortogonalny na przestrzen M istnieje, bo M jest skonczenie wymiarowa, a wiec
domknieta (Wniosek 1.70). Niech z € H. Wtedy Py = Y i, Ae;, dla pewnych {)\;}7, C F.
Korzystajac z samosprzezonosci rzutu Py, patrz Twierdzenie 2.41, mamy

(x,e;) sl (x, Pyre;) Pu=li (P, e;) Z)\ ej,€;) = z”: Ai(e;, €:) (e3,e1) =065 A
j=1
Stad Pyx =Y (z, e;)e; oraz
| Pyra||? = ZA eZ,Z)\ e;) = i A (es, ) = i IAi? = Z\ , ;)]
ij=1 i=1
[

Whniosek 2.49 (Nierowno$¢ Bessela). Dla dowolnego uktadu ortonormalnego {e;}icr € H i

wektora x € H mamy

D e <l

iel
Dowdd. Niech A C I bedzie skoriczonym podzbiorem i niech M bedzie podprzestrzenig liniowg
rozpieta przez wektory {e;};c4. Na mocy Stwierdzenia 2.48 i Twierdzenia 2.41 mamy

9 9 [I1PaI<1 9
> lae)? = 1Pyz)® < =)
€A
Stad 37, [z e[ =sup acr 37, [(@, e < 2> [

skoriczony

W nier6wnosci Bessela napisaliémy sume szeregu po dowolnym zbiorze indeksow I. Jest to
szereg liczb nieujemnych, wiec moze by¢ traktowany jako supremum po sumach skoriczonych.
Ogoélnie zbieznoéé¢ szeregbw po zbiorach niekoniecznie przeliczalnych definiujemy jak nastepuje.
Aby skroci¢ formuty przyjmiemy nastepujace oznaczenie na skoriczone podbiory:

Kel & K C [ oraz K jest zbiorem skonczonym.

Definicja 2.50. Niech {x; };c; bedzie rodzina wektoréw w przestrzeni unormowanej X. Powiemy,
ze szereg » .. ; jest (bezwglednie) zbiezny i jego suma wynosi x € X, jezeli dla dowolnego € > 0

istnieje K € I taki, ze K € J € I implikuje || Y, ; z; — 2| < e.” Piszemy wtedy = = >",_; x;

"Innymi stowy szereg Y, ; 2; jest zbiezny jezeli sie¢ sum czesciowych {3, ; i} ser (indeksowana skoriczonymi
podzbiorami I skierowanymi przez relacje inkluzji) jest zbiezna i wtedy granica tej sieci jest suma szeregu.
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Lemat 2.51. Jezeli szereg Y ;. x; jest zbieiny w przestrzeni unormowanej X, to dla kazdego
e > 0 istnieje K € I taki, ze dla kazdego J € I roztgeznego z K mamy || Y., z;|| < e. Implikacja
odwrotna zachodzi, gdy X jest przestrzeniq zupetng.

Co wiecej, jezeli Y., x; zbieiny, to poza zbiorem przeliczalnym wektory {x;}icr sie zerujq, to
znaczy istnieje 2bior przeliczalny N C I taki, zei @ N = x; =0 wledy Y .., =Y, .y Tn-

ieJ

Dowdd. Zatozmy, ze szereg ) ., x; jest zbiezny. Niech € > 0 i niech K € [ taki, ze K € J € |
implikuje || Y., 2, — z|| < £/2. Wezmy teraz dowolny J € I taki, ze JN K = (). Wtedy

ieJ 1i€EKUJ €K 1€EKUJ e K

Co dowodzi zadanej implikacji.

Zatozmy teraz, ze dla kazdego ¢ > 0 istnieje K € I taki, ze || Y .., 7| < € dla kazdego dla
kazdego J € I rozlacznego z K. Dla kazdego n € N wybierzmy K, € I taki, ze || >0,y k., il <
1/n dla J € I. Przechodzac ewentualnie do zbiorow K/ := K; U...U K,, mozemy zalozy¢,
ciag {K,}p2, jest wstepujacy, tzn. K; C Ky € Ky C ... Zauwazmy, ze zbior N = |,y Kn
jest przeliczalny oraz jesli i ¢ N to ||z;|| < 1/n dla kazdego n € N, tzn. z; = 0. Dowodzi to
drugiej czesci tezy. Ponadto ciag sum czedciowych S, == 3. ; jest ciagiem Cauchy, gdyz dla
m > n mamy [|Sp — Sull = (| Xick,\x, Till < 1/n. Zatem jesli przestrzed X jest zupelna, to

istnieje granica x 1= limy, o0 S, = limy, 00 )i ¥ € X. Szereg Y, x; jest zbiezny do x, bo
dla kazdego n € N oraz J € [ zawierajacego K,, mamy

H E xi—x‘ = lim H E :(:i— T
m—00
ieJ ieJ i

m

| >

< 2/n.

m—r0o0

]

Baze algebraiczna definiuje sie jako maksymalny uktad wektoré6w liniowo niezaleznych. Baze
ortonormalng zdefiniujemy analogicznie, jako maksymalny uktad ortonormalny:

Definicja 2.52. Bazqg ortonormalng przestrzeni Hilberta H nazywamy uklad ortonormalny
{e;}icr, ktory jest maksymalny, tzn. nie istnieje e € H taki, ze uktad {e;};c; U {e} jest orto-
normalny.

Uwaga 2.53. Analogicznie baze ortogonalng definiuje sie jako maksymalny uktad parami orto-
gonalnych wektoréw niezerowych. Jednakze uktad taki mozemy zawsze unormowac by otrzymac
baze ortonormalna. Dlatego skupimy sie tu na bazach ortonormalnych.

Baza ortonormalna zawsze istnieje (jesli wierzymy w aksjomat wyboru):

Stwierdzenie 2.54. Kazdy uktad ortonormalny mozna rozszerzyé do bazy ortonormalnej. W
szezegolnosci kazda przestrzen Hilberta posiada baze ortonormalng.

Dowdd. Teza wynika z Lematu Kuratowskiego-Zorna. Rzeczywiscie niech {e;}ic; € H bedzie
ustalonym uktadem ortonormalnym. Niech P bedzie rodzing wszystkich uktadéw ortonomalnych
{€;}icr € H roszerzajacych {e;}ier, czyli {e; i € I} C {e; : i1 € I'}. Jest to zbior czeSciowo
uporzadkowany ze wzgledu na relacje inkluzji. Ponadto kazda rodzina uktadéw ortonormalnych
C C P, ktora jest liniowo uporzadkowana (tzn. jesli u,u € C, to albo u C «’ albo v’ C u) ma
ograniczenie gérne, a mianowicie | J, .. u. Zatem na mocy Lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje
element maksymalny w P. O

Twierdzenie 2.55. Niech {e;};c;r C H bedzie uktadem ortonormalnym w przestrzeni Hilberta
H. Nastepujgce warunki sq rownowazne:
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(1) {e;}icr jest bazq ortonormalng, tzn. {e;}icr jest maksymalnym uktadem ortonormalnym.
(2) uktad {e;};cr jest liniowo gesty w H, tzn. przestrzen liniowa lin{e; : i € I} jest gesta w H.

(3) Dla kazdego x € H, ||z||* = > .o, {x,e)|?, tzn. w nierdwnosci Bessela zachodzi réwnosé.
Rownosé te nazywa sie “tozsamosciq Parsevala’.

(4) Kazdy v € H jest postaci v =Y. ; \ie;, gdzie \; € F, i € I, a szereg jest zbieiny w sensie
Definicyi 2.50.

Wspdtczynniki {\;}ier € F w (4) sq wyznaczone jednoznacznie przez x, a mianowicie \; = (x, e;)
dla i € I. Liczby te nazywane sq “wspdtczynnikami Fouriera” elementu x przy bazie {€;}icr.

Dowdd. Zauwazmy, ze jezelix = )., Aje; dla pewnych \; € F, to ortonormalno$¢ uktadu {e;}ics
oraz cigglosc¢ iloczynu skalarnego implikuja, ze

13 61 Z)\ 61,61 Z)\j<€j,€i> = Z/\jéi’j = /\z'7 dlai e l.

jer jeI jeI

Dowodzi to ostatniej czesci twierdzenia.

(1)=(2). Niech M := lin{e; : ¢ € I} bedzie domknieta podprzestrzenia H rozpieta przez
{ei}ier. Jesli M # H, to M+ # {0} na mocy Wniosku 2.36. Istnieje wtedy e € M= taki,
ze |le|| = 1. Stad {e;}ier U {e} jest ukladem ortonormalny, co przeczy maksymalnosci {e;}ic;.
Zatem M = H.

(2)=(3). Niech z € H. Ustalmy ¢ > 0. Z zalozenia istnieje zbior skoniczony A C [ oraz
ve M :=lin{e; : i € A} taki, ze ||z —v|| < e. Zauwazmy, ze przestrzein M przestrzen skonczenie
wymiarowa, wiec mozemy do niej zastosowaé Stwierdzenie 2.48. Ponadto stosujac Twierdzenie
Pitagorasa oraz interpretacje rzutu ortogonalnego z Twierdzenia 2.34 dostajemy

|z — Pyz| 2 }

2.21
[2]1* = [[Paz + (x — Py)[* = [|[Paal” + o — Puz|* < 4 2 i lz — yl|
yeM y

<[Pyl + [lz — v]? < [Pyl + €2 =) [z, ) + €2

icA
< Z [z, e)[* + &2
i€l

Przechodzac z € do zera otrzymujemy, ze ||z[|* < Y, ; [(z,e;)|?. Jest to nieréwnosé przeciwna
do nieréwnosci Bessela (Wniosek 2.49). Stad rownosé.

(3)=(4). Niech € H oraz ¢ > 0. Szereg ||z|* = > ,.; [(z,e;)|* jest zbiezny (na mocy
tozsamosci Parsevala). Zatem istnieje K € I taki, ze dla kazdego J € I roztacznego z K mamy
D ies @, e)|? < e Stad 32 p k [z, €:)[* < e. Niech teraz J € I zawiera K. Stosujac tozsamos¢

Parsevala do wektora x — . ;(z, ¢;)e; dostajemy

o= S epesl = 3 lweh <e.
jeJ 1eI\J
bo (x — > i {x, ejej,e) = (x,e) — 3, (w,e)di; = (z,e:)(1 — d;5). Dowodzi to réwnosci

=7 (T e)e.

(4)=-(1). Zal6zmy nie wprost, ze istnieje e € H taki, ze uktad {e;};c;U{e} jest ortonormalny.
Na mocy zalozenia e = )., Aie; dla \; € F, i € 1. Ale \; = (e, ¢;) = 0 dla kazdego i € I. Zatem
e = 0, co prowadzi do sprzecznosci z warunkiem |le|| = 1. O
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Uwaga 2.56. Czasem przez tozsamos¢ Parsevala rozumie sie nieco bardziej ogolna formute:
(x,y) = > e/, €)(y, ), gdzie x,y € H i {e;}ic; baza ortonormalna w przestrzeni Hilberta H
(@ udowodni¢ ten wzor).

Whiosek 2.57. Jesli {e;}ier jest bazq ortonormalng przestrzeni Hilberta H, to kazdy wektor
x € H jest jednoznacznie wyznaczony przez swoje wspotczynniki Fouriera {{x,e;)}icr © wyraza
sig za pomocq szerequ, nazywanego “szeregiem Fouriera” elementu x wzgledem bazy {e;}icr:

x = Z(x, €i)e;.
el
Tozsamosé Parsevala pozwala obliczaé norme x za pomocq wzoru ||z| = /D ,c; (@, €:)[2.

Nazwa szeregi Fouriera i wspotczynniki Fouriera wzieta sie od wzoréow wyprowadzonych w
1807 roku przez Josepha Fouriera, ktore s szczegolnym przypadkiem wzoréw, ktore omowilisSmy
powyzej. Fourier rozwazal baze ortonormalng zadana przez funkcje trygonometryczne:

Przyklad 2.58 (Baza funkcji trygonometrycznych). W przestrzeni Hilberta H = L*([—m, 7))
mamy baze ortonormalng {e, },cz, gdzie eq := \/% oraz

1 L
en(t) = 7 cos(nt), e_n(t) = N sin(nt) dla n > 0.

Rzeczywiscie, korzystajace ze wzorow trygonometrycznych, dla n,m € Z,

cos[(n — m)t] + cos[(n + m)t]
5 ;

cos(nt) cos(mt) =

cos[(n — m)t] — cos[(n + m)t]
5 ;

sin(nt) sin(mt) =

0, n#0 i
2r n=0

rzystej) latwo sprawdzi¢, ze {e,}nez uklad ortonormalny (@ przeliczy¢). Nieco trudniej jest
wykaza¢, ze uklad ten jest maksymalny, tzn. ze jezeli [*_ f(t) cos(nt)dt = [ f(t) sin(nt)dt = 0,
dla kazdego n > 0, to funkcja f jest réwna zero prawie wszedzie. Ale mozna w to uwierzy¢ jesli
si¢ zda sobie sprawe, ze funkcje cos(nt), sin(nt) maja okres 2%, ktory zbiega do zera. Szereg z
Whiosku 2.57 prowadzi do klasycznego rozwiniecia w szereg Fourier’a. Mianowicie, dla dowolnej

funkcji f € L*([—m, m]) mamy

oraz stad, ze [" cos(nt)dt = { cos(nt) sin(mt) = 0 (bo calka z funkcji niepa-

f(t) = % + i ay cos(nt) + b, sin(nt), (2.4)

przy czym rowno$é nalezy rozumie¢ tu w sensie zbieznosci w L%([—m,7]), a wspotczynniki Fo-
uriera dane sg wzorami

1 & 1 ™
= —/ f(t)cos(nt)dt, dlan>0 i b, := — f(t)sin(nt)dt, dlan > 0.

™

Rzeczywiscie f = > enlfien)en = (foeoheo + oo (frenden + (f,en)e, = 1 f £(8) dt +
S L [T f(t) cos(nt)dt cos(nt) + £ [T f(t)sin(nt)dt sin(nt).
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Posta¢ bazy w poprzednim przykladzie ma swoje zréodla w zastosowaniach. Na przyktad
w akustyce, czy w teorii przetwarzania sygnalow, funkcje cos(nt) i sin(nt) odpowiadaja n-tym
sktadowym harmonicznym, a wzor (2.4) interpretuje sie jako rozbicie dzwieku opisanego funkcja
f na skladowe harmoniczne. Jednakze tak dobrane funkcje bazowe sa bardzo nieporeczne w
rachunkach. Fourier wymys$lit sposob jak patrze¢ na to zagadnienie w inny sposob, tak aby baza
byta bardziej naturalna. Prowadzi to do pojecia transformaty Fouriera, ktora jest niczym innym
jak specjalnym rodzajem operatora unitarnego - izomorfizmu przestrzeni Hilberta. Pokazemy,
ze kazda przestrzen Hilberta z wyrozniona bazg ortonormalna mozna utozsamié¢ z nastepujaca
przestrzenia i jej standardows baza “zero-jedynkowsa”.

Przyklad 2.59 (Standardowa baza w (*(I)). Niech I dowolny zbior. Rozwazmy przestrzei
Hilberta ¢*(I) :={x: I = F: Y, |z(i)|* < oco}. Zbieznos¢ szeregu mozna tu traktowac w sensie
Definicji 2.50. Rownowaznie ¢*(I) jest przestrzenia L?(I,2', ) gdzie p-miara liczaca Iloczyn
skalarany w *(I) jest dany wzorem (z,y) = >, ;x(i)y(i) i standardowe baze ortonormalng
stanowia wektory {e; }icr, gdzie e;(j) = 8;;, dla j € I. W szczegolnosei, jesli I = N, to £2(N) = (2
oraz e, = (0,...,0,1,0,...), dlan € N.

——

n—1

N E]

Definicja 2.60. Operatorem unitarnym nazywamy odwracalng izometrie liniowg U : H — K
miedzy przestrzeniami unitarnymi H i K. Jesli taki operator istnieje, to mowimy, ze H i K sa
wzomorficzne i piszemy H = K.

Pojecie operatora unitarnego zdefiniowane powyzej jest naturalnym izomorfizmem w kategorii
przestrzeni unitarnych (pozwala utozsamia¢ odpowiednie przestrzenie unitarne wraz z cala ich
struktura), poniewaz kazda liniowa izometria automatycznie zachowuje iloczyn skalarny:

Lemat 2.61. Niech H i+ K przestrzenie unitarne. Odwzorowanie lintowe U : H — K jest
izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy zachowuje iloczyn skalarny, to znaczy (Ux,Uy) = (z,y) dla
x,y € H.

Dowdd. Jesli U zachowuje iloczyn skalarny, to U jest izometria, bo ||[Uz| = /(Ux,Ux) =

VA{z,z) = ||z|| dlaz € H. On odwr6ét, jesli U jest izometria, to na mocy wzoréw polaryzacyjnych
(2.2), U zachowuje iloczyn skalarny. Rzeczywiscie, na przyktad w przypadku zespolonym, mamy

3 3 3

1 . . 1 . . 1 4 .
Uz, Uy) = ; Y F U+ Uy|? = 1 Y F U +ity))” = ZZ%kllx +iy)* = (x,y),
k=0 k=0 k=0
dla dowolnych x,y € H. O

Twierdzenie 2.62. Jesli H jest przestrzeniq Hilberta z bazq ortonormalng {e; }icr, to H = (*(I),
gdzie izomorfizm jest zadany przez operator unitarny U : H — (*(I) dany wzorem (Ux)(i) :=
(x,e;) dlax € H, i€ I, czyli U przyporzqdkowuje wektorowi x € H jego wspdtczynniki Fouriera.

Dowdd. 7 tozsamosci Parsevala wynika, ze U : H — (*(I) jest poprawnie okreslong izometria
(por. Wniosek 2.57). Liniowos¢ iloczynu skalarnego ze wzgledu na pierwsza wspotrzedna implikuje
liniowosé¢ U: dla z,y € H oraz «, f € F mamy

(Ul + By)](i) = (ax + By, ei) = alz, e;) + By, €i) = a(Ux) (i) + B(Uy)(0).

Zatem wystarczy pokazaé, ze U jest surjekcja. Ustalmy wiec dowolny element a € (*(I). W
swietle Lematu 2.51 istnieje zbior przeliczalny N C I taki, ze a(i) = 0 jesli ¢ ¢ N. Ponumerujmy
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elementy tego zbioru: N = {iy,is,...}. Wtedy >_p7, a(in)]* = >,  |a(i)|* < co. Stad wynika, ze
szereg > o~ a(ig)e;, jest zbiezny w H. Rzeczywiscie, ciag sum czesciowych

n

Ty = Z a(ix)es, neN

k=1

jest ciagiem Cauchy, gdyz dla m > n mamy

m m
lm = zal> = 1D alin)e, I "EZZ=1 N Jalin)P ST 0.

k=n+1 k=n+1

Zatem z zupelnosci H otrzymujemy, ze ciag {x,}22, C H jest zbiezny do pewnego x € H.
Korzystajac z ciagtosci iloczynu skalarnego, dla kazdego ¢ € I mamy

(x,e;) = lim (z,, e;) = a(i).
n—oo
Zatem Uz = a. U

Stwierdzenie 2.63. Przestrzen Hilberta jest osSrodkowa wtedy 1+ tylko wtedy, gdy H posiada
przeliczalng baze ortonormalng.

Dowdd. 7<= Jesli {e;}icr jest przeliczalna baza ortonormalng H, to biorac dowolny przeliczalny
zbior gesty ACTF (np. A=Q jesli F=R lub A =Q +4Q jesli F = C) i kladac

C:={ e, + .. A\eim : N € A {iy,...i,} C T}

otrzymujemy przeliczalny zbiér gesty w H.

“=” Zalozmy, ze C C H jest przeliczalnym zbiorem gestym. Niech {e;};c; bedzie baza or-
tonormalng H. Zauwazmy, ze dla i # j mamy |le; — ¢;|| = v/]lei]2 + |le[2 = V2, czyli kule
otwarte o $rodkach w e; i e; oraz promieniu v/2/2 sa roztaczne: K(e;,v/2/2) N K(ej,/2/2) = 0.
7 gestosci zbioru C wynika, 7e kazda kula otwarta K (e;,v/2/2) zawiera pewien element C, na-
zwijmy go c¢;. 7Z poprzedniej uwagi wynika, ze ¢; # ¢; dla i # j. Innymi stowy, skonstruowali$my
injekcje I 3 i — ¢; € C' ze zbioru indekséw I w przeliczalny zbior C'. Stad [ musi by¢ rowniez
przeliczalny. O

Whiosek 2.64. Kazda nieskonczenie wymiarowa, oSrodkowa przestrzen Hilberta jest izomor-
ficzna z (2. Kazda przestrzen Hilberta wymiaru n < oo jest izomorficzna z F*, gdzie (x,y) =

> hmr 2(k)y (k).
Pojecie wymiaru dla przestrzeni skoriczenie wymiarowych mozna uog6lni¢ na dowolne (nie-
skoriczenie wymiarowe) przestrzenie Hilberta jak nastepuje.

Definicja 2.65. Wymiarem przestrzeni Hilberta H nazywamy moc bazy ortonormalnej w tej
przestrzeni i oznaczamy dim(H ).

Lemat 2.66. Wymiar przestrzeni Hilberta jest dobrze zdefiniowany, tzn. kazde dwie bazy tej
samej przestrzeni majq te samag moc.

Dowdd. Zalozmy, ze {e;}icr 1 {€;}icr to dwie bazy ortonormalne przestrzeni Hilberta H. Jesli
ktoras z tych baz jest skoriczona, to nietrudno pokazaé, ze druga tez jest skonczona i wtedy ich
moce musza by¢ réwne na mocy faktow z algebry liniowej (@ uzupeti¢ szczegoty). Zatozmy,
wige Ze obie bazy sa nieskoticzone. Dla kazdego i € I mamy e; = >, (e;, €})e}, patrz Wniosek
2.57. Zatem na mocy Lematu 2.51 zbiér N; := {j € I" : (e;,€) # 0} jest przeliczalny. Jako ze
{ei}ier maksymalny uktad ortonormalny, to I' = (J,.; N;. Stad |[I| < No|I'| = [I'|. W podobny
sposob, poprzez symetrie otrzymujemy, ze |I'| < |I|. Zatem |I’| = |I| na mocy Twierdzenia
Cantora-Bernsteina (@ przypomnie¢ sobie to twierdzenie). O
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7 Twierdzenia 2.62 wynika, ze wymiar klasyfikuje przestrzenie Hilberta z doktadnoscia do
izomorfizmu:

Whniosek 2.67. Dwie przestrzenie Hilberta H 1 K sq izomorficzne wtedy @ tylko wtedy, gdy
dim(H) = dim(K).

2.4 Operatory sprzezone

W tym podrodziale oméwimy operacje sprzezenia operatorowego, ktora w teorii operatoréw petni
role tak samo wazna (o ile nie wazniejsza) jak sprzezenie zespolone w analizie zespolonej. De facto
sprzezenie operatorow jest operacja uogolniajaca sprzezenia liczb zespolonych, a takze sprzezenie
macierzy:

a1 a1 ... Qip ajxr a1 ... Ami
a921 a922 ... QAop 12 A22 ... Am2
m1 Am2 ... Gmp A1p QA2n ... (pm

Dla ogoblnych operatorow na (nieskoriczenie wymiarowych) przestrzeniach Hilberta operacje sprze-
zenia definiuje sie za pomoca iloczynu skalarnego. Mowi sie, ze operatory T i T™ sa ze soba
sprzezone jezeli dla wszystkich wektoréw z i y zachodzi réwnosé

(Tx,y) = (z,T"y).

Istnienie operatora sprzezonego 1™ do dowolnego operatora ograniczonego T wynika z waznego
twierdzenia o postaci funkcjonatow ograniczonych na przestrzeni Hilberta, od ktérego zaczniemy.

Przypomnijmy, ze przestrzen sprzezona (dualna) do przestrzeni unormowanej H jest to prze-
strzen Banacha H* skladajaca sie z funkcjonaléow liniowych i ograniczonych ¢ : H - F = C,R
wyposazona w norme operatorowa (Definicja 1.74). Jedna z charakterystycznych wlasnosci wy-
rozniajacych przestrzenie Hilberta posrod przestrzeni Banacha jest to, ze

przestrzen sprzezona do przestrzeni Hilberta jest izometrycznie izomorficzna z wyj-
Sciowa przestrzenia (w przypadku zespolonym antyliniowo izomorficzna).

Mianowicie, w 1907 roku Frigyes Riesz i Maurice Fréchet niezaleznie wykazali, ze kazdy ograni-
czony funkcjonat liniowy na przestrzeni Hilberta jest zadany przez iloczyn skalarny z pewnym
ustalonym wektorem. Fakt ten jest czasem nazywany twierdzeniem o reprezentacji funkcjonatu
liniowego na przestrzeni Hilberta:

Twierdzenie 2.68 (Riesz-Fréchet). Niech H przestrzen Hilberta oraz f : H — F odwzorowanie.
S < dlyeH ) =(x,y a kazaego x € 1.
feH” 3, f dla kazd H

Ponadto, wtedy ||f]| = ||lyl|- W szczegdinosci, przyporzqdkowanie H > y — (-,y) € H* jest
anty
wwometrycznym izomorfimem antylintowym: H = H*.

Dowdd. Jesli f(x) = (x,y), z € H, dla pewnego y € H, to jak wykazaliSmy w dowodzie Stwier-
dzenia 2.24, f € H* oraz || f|| = ||y||. Zatem odwozorowanie H > y — (-, y) € H* jest poprawnie
okreslong izometria. Antyliniowos¢ tego odwzorowania wynika natychmiast z antyliniowosci ilo-
czynu skalarnego ze wzgledu na druga wspotrzedna, patrz Uwaga 2.3. Zatem aby wykazaé, ze

45



jest to izomorfizm wystarczy pokazaé jego surjektywnosé, tzn. ze kazdy element H* jest zadany
przez iloczyn skalarny.

Zalozmy, ze f € H* dowolny. Wtedy M := ker f = f~1(0) jest domknieta podprzestrzenia
liniowa H. Jesli M = H to f = 01 wtedy f(x) = (x,y), * € H, dla y = 0. Zalézmy zatem,
e M # H. Wtedy {0} # M+ C H jest niezerowa podprzestrzenia liniowa (Stwierdzenie 2.24
i Wniosek 2.36). Co wiecej twierdzimy, ze dim(M*) = 1. Rzeczywiscie, wezmy dwa niezerowe
wektory y1, yo € ML, Wtedy f(v1), f(y2) # 0, wiec mozemy zdefiniowaé np. \ := % € F. Stad

FQOwr —y2) = M) — f(y2) = fly2) — f(y2) = 0.

Czyli My — v € ker f = M. Ale z drugiej strony \y; —yo € M+, bo M~ jest przestrzenig liniowa
iy, yo € ML, Zatem y, = Ay, bo M N M+ = {0}. Stad dim(M+) = 1.

Wezmy wiec dowolny yo € M= taki, ze |yol| = 1. Wtedy M+ = {\yo : A\ € F}. Zatem rzut
x € H na M+ jest dany wzorem Pz = (z,yo)yo, patrz Przyktad 2.29. Stad dla x € H mamy

f(x) = f(Pur + Pyox) = f(Pyx) + f(Pyrx) =04 f({z,y0)v0) = (2, %0).f(¥0) = (z, f(y0)yo)-

Crzyli ktadac v := f(yo)yo mamy f(x) = (z,y), x € H. O

Uwaga 2.69. Z Twierdzenia 2.68 wynika, ze przestrzen dualna H* do przestrzeni Hilberta
H jest przestrzenia Hilberta z iloczynem skalarnym danym wzorem (fi, fo) := (yo,y1) gdzie

filz) ={z,y) dlaxz e H, i=1,2.

Whiosek 2.70. Niech (2,3, u) przestrzen z miarg. Kazdy ograniczony funkcjonal liniowy f -
L*(u) — T jest postaci

f() = / Oy du, e L),

1
gdzie y € L*(n). Ponadto wtedy || f|| = (Jo ly(®)|* du)* = [[yll2-

Uwaga 2.71. Powyzsze twierdzenie i wniosek, oprocz znaczenia teoretycznego, sg bardzo prak-
tyczne przy obliczaniu normy funkcjonatéw liniowych na przestrzeniach Hilberta. Na przykiad,
jesli f(x) = fab z(t)sint dt +i fab z(t) cost dt jest funkcjonalem okreslonym na przestrzeni L?[a, b],

1 1
to jego norma wynosi || f|| = (ff[sint+icost|2du>2 = (f;ldu)Q =+vb—a.

Twierdzenie 2.68 implikuje istnienie i jednoznaczno$é operatora sprzezonego do dowolnego
operatora ograniczonego:

Twierdzenie 2.72. Jesli T : H — K jest ograniczonym operatorem liniowym miedzy dwoma
przestrzeniami Hilberta H 1 K, to istnieje doktadanie jeden jedna funkcja T : K — H taka, zZe

(Tx,y) = (z, T"y), dloxe H, ye K. (2.5)
Ponadto, T* jest ograniczonym operatorem liniowym oraz | T*|| = ||T|| i (T*)* =T.

Dowdd. Dla ustalonego y € K funkcja f(x) := (Tx,y), v € H, jest ograniczonym funkcjona-
tem liniowym na H (bo jest zlozeniem ograniczonego operatora liniowego T oraz ograniczonego
funkcjonatu liniowego (-, y)). W szczegolnosei, dla x € H,

[f (@) = [Tz, y)| < [Tl - [lyll < T - [lyll - [l=1],

skad ||f]] < |IT| - lly|l- Zatem na mocy Twierdzenia 2.68 istnieje doktadnie jeden wektor w
H, oznaczmy go przez Ty, taki, ze f(z) = (x,T*y), x € H, i wtedy || T*y|| < ||T|| - ||yl
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Czyli (Tz,y) = (x,T*y), x € H. To dowodzi istnienia i jednoznacznosci funkeji 7% : K — H
speliajacej (2.5). Jest to funkcja liniowa, bo dla yy, yo € K, A € F oraz dowolnego z € H mamy

(@, T*My1 +4a)) = (T, My + y2) = MTx, 1) + (T, y2) = Ma, T 1) + (2, T o)
= <£B7 )\T*yl> + <$, T*92> = <'I7 )\T*yl + T*y2>a
skad T*(A\y1 +y2) = ATy +T*ys. Z otrzymanej wezesniej nieréwnosci || T*y|| < ||T]|- ||ly|| wynika,

ze || T*|| < ||T||- Zeby wykazaé¢ nierownos$¢ przeciwng zauwazmy, ze sytuacja jest symetryczna i
mozemy zamieni¢ 7" i T™ rolami. To znaczy,

(T"z,y) = (y, T*z) = (Ty,x) = (x,Ty), re€KyeH,
skad wynika, ze (T%)* = T i w szczegolnosci ||T|| = ||(T*)*]| < ||| O

Definicja 2.73. Niech H, K przestrzenie Hilberta oraz T': H — K operatora ograniczonego.
Operator T* : K — H speliajacy (2.5) nazywamy operatorem sprzezonym do T.

Przyktad 2.74 (Macierze). Jesli H = F" i K = F™ skoniczenie wymiarowe przestrzenie Hilberta,
to kazdy operator liniowy z H do K mozna utozsamié¢ z macierzg A = [ai,j}ﬁ”f’jzl. Wtedy

m

(Az,y) = (Az)(D)y(i) = (Z ai,jx(j)> y(i Z Z @7y (i < [ y>

i=1 i=1 \j=1

dla dowolnych » € H iy € K. Stad A" = [a;3]"7 ,_,,
tym wypadku utozsamié ze sprzezeniem macierzowym.

tzn. sprzezenie operatorowe mozemy w

Powyzszy przyktad mozna uogélni¢ w kontekscie operatoréw z jadrem catkowym:

Przyktad 2.75 (Operatory z jadrem catkowym). Niech H = L*(u), gdzie (2,3, 1) dowolna
przestrzen z miarg. Dla uproszeczenia rozwazmy operator 7' : H — H dzialajacy na tej sa-
mej przestrzeni Hilberta. Powiemy, ze operator T posiada jgdro catkowe jezeli istnieje funkcja
mierzalna dwoch zmiennych K : Q x  — T taka, ze zachodzi wzor

_ / K(s,0)a(t) du(t), € IA(Q, 5, 1), s € .

Zauwazmy, ze kazda funkcja catkowalna w kwadracie K € L*(Q x Q, X ® ¥, u ® p) jest jadrem

catkowym operatora ograniczonego, gdyz
3 3|2
([imts.opas) ([ e i) ‘ o
Q Q Q

_ / / K (s, )P dya - lzlla da = 1Kl - [l

skad [|T|| < || K||2- Jezeli K jest jadrem catkowym operatora T', to stosujac twierdzenie Fubiniego
(zmiane kolejnosci catkowania) otrzymujemy

(Tx,y) / (/K s, 1)z ())@du(s) :/Q/QK(S’t)x(t) - 9(3) du(s)du(t)
/ </K 5,0)y(5) dp(s >> du(t) = /fo(t)/g K (s, 0)y(s) du(s) dp(t)

= (z,T"y)

2 N. Schwartza

el = | ' [ Kt ] ™"
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Stad operator sprzezony jest dany wzorem

(T*z)(s) = / K(t,s)x(t) du, v e L}, p),s €.
Q
Czyli T posiada jadro catkowe K(s,t) <= T* posiada jadro caltkowe K(t,s). Oczywiscie, jesli
Q = {1,...,n} zbior skoniczony (i p to miara liczaca), to jadro catkowe K : Q x Q — F mozemy
utozsamic¢ z macierza [K (i, )|} -

Przyklad 2.76 (Operatory mnozenia). Niech H = L*(p), gdzie (Q, 3, ) dowolna przestrzen z
miara. Dla dowolnej funkgji istotnie ograniczonej a € L>(u). Wzor

(Myx)(t) = a(t)z(t), x € L*(u), t €9,

definiuje operator mnozenie przez funkcje a, por. Przyktad 1.62. Prosty rachunek pokazuje, ze
(M,)* = Mz tzn. operator sprzezony od operatora mnozenia przez funkcje a(t) jest operatorem
mnozenia przez funkcje a(t) (& przeliczy¢).

Z ostatniej linijki Twierdzenia 2.72 wynika, 7e sprzezenie operatorowe % : B(H,K) —
B(K, H) jest odwracalna izometria. Izometria ta jest antyliniowa i antymultiplikatywna:

Stwierdzenie 2.77. Operacja sprzezenia operatoroweqo posiada nastepujgce wtasnosci:
a) jest inwolucjg: (T*)* =T dla dowolnego B(H, K);
b) jest antyliniowa: (T + BS)* = aT* + BS*, gdzie T,S € B(H,K), a, 3 € F;
c) jest antymultiplikatywna: (ST)* = T*S*. gdzie T € B(H,K) i S € B(K, L);
d) spetnia tzw. C*-réwnosé: |T||? = |T*T|| dla dowolnego T € B(H, K).

Dowdd. Wlasnos¢ a) wykazalismy w Twierdzeniu 2.72. Dowo6d wiasnosci b) i ¢) jest bardzo
tatwym i dobrym éwiczeniem (@ sprawdzi¢). By wykazaé¢ d) zauwazmy, ze dla h € H, ||h]| <1,

N. Schwartza
ITh||* = (Th,Th) = (h,T*Th) < |All|T*Th|| < ||T*T||

Stad ||T]|*> < ||T*T)||. Nierowno$¢ w druga strone wynika stad, ze * jest izometria, patrz Twier-
dzeniu 2.72, gdyz stad | T*T|| < |[T*|| - |T|| = || T|>. O

Powyzsze stwierdzenie w zastosowaniu do B(H) = B(H, H) mowi, ze przestrzen wszystkich
operatoréw ograniczonych na przestrzeni Hilberta wraz z mnozeniem jako sktadaniem operatorow
i operacja sprzezenia operatorowego jest C*-algebrq (zeby zda¢ egzamin nie trzeba wiedzie¢, co to
jest C*-algebra, ale dobrze wiedzieé, ze teoria takich algebr jest dziedzina, w ktorej specjalizuje sie
egazminator). W szczegdlnosci, za pomoca operacji sprzezenia mozna zdefiniowaé wiele waznych
klas operatorow w B(H). Ponizsza tabela zawiera przyktady takich klas:

Relacje Nazwa operatora
T=T" samosprzezony
T =1T*T normalny
P? = P, P = P* | rzut ortogonalny
UUu=1 izometria
UU=0U"=1 unitarny
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Dwa pierwsze rzedy mozna traktowaé jako definicje. Charakteryzacje rzutéw ortogonalnych wy-
kazalismy w Twierdzeniu 2.41. W dwoch ostatnich charakteryzacjach 1 € B(H) jest operatorem
identycznosciowym na H. Wynikaja one z Lematu 2.61:

Stwierdzenie 2.78. Operator U € B(H) jest izometrig wtedy i tylko wtedy, gdy U*U = 1. W
szezegolnosci, U jest unitarny wtedy i tylko wtedy, gdy UU* = UU* = 1.

Dowadd. Korzystajac Lematu 2.61 mamy
U izometria 22 Voyen (Uz,Uy) = (z,y) <= Vayyen (x,UVy) = (z,y) <= U'U =1.

Zatem jesli U*U = UU* = 1, to U odwracalna izometria, gdzie U* = U~!, a wiec U unitarny.
Na odwroét, jedli U initarny, to U*U = 1, bo izometria, i stad U~! = 1U~t = U*UU! = U™,
czyli U*U = UU* = 1. O]

Jesli dim(H) = n < oo, to kazdy operator U € B(H) injektywny jest automatycznie odwra-
calny, bo dim(ker U) + dim(Im U) = dim(H). W szczegolnosei, kazda izometria na przestrzeni
skorniczenie wymiarowej jest automatycznie operatorem unitarnym. W przestrzeniach nieskoncze-
nie wymiarowych nieodwracalne izometrie istnieja. — [eeeveeeeey 0 e

Jest to mozliwe na mocy paradoksu Hotelu Hilberta: : :
“Jesdli w hotelu jest nieskonczona liczba pokoi, to ) / :

nawet gdy wszystkie pokoje sg zajete, a przychodzi % %

do nas kolejny klient, to mozemy go zakwaterowac, /

przesuwajac pozostatych, kazdego o jeden pokdj do % %

g()ry'” /

Na przestrzeni Hilberta ¢2, odpowiednikiem powyz- % %

szej procedury przekwaterowywania gosci, jest tzw. %

jednostronny operator przesuniecia:

Przyktad 2.79 (Operator przesuniecia). Klasycznym operatorem jednostronnego przesuniecia
nazywamy operator U : /> — (?> dany wzorem

U(z(1),2(2),z(3),...) == (0,2(1),2(2),z(3),...).

Oczywistym jest, ze U jest nieodwracalng izometria, bo |[Ux||? = |x(1)|? + [2(2)]? + -+ = ||| i
ImU = {z € : 2(1) = 0} # H. Operator do niego sprzezony jest postaci (& sprawdzic)

U*(z(1), 2(2), 2(3), ...) = (2(2),2(3),...),

a wiec ma nietrywialne jadro ker U* = {x € ¢* : z = (2(1),0,0,...)}. W szczegolnosci, U nie
jest operatorem unitarnym i mamy

U*U:L UU*:PImUzl_PkerU*#l-

Uwaga 2.80. Powyzszy przyktad jest szczegdlnym przypadkiem nastepujacej sytuacji. Niech
(Q, %, ) bedzie przestrzenia z miara i niech ¢ : A — Q bedzie odwzorowaniem mierzalnym
zdefiniowanym na mierzalnym podzbiorze A C ). Mozna pokazaé, ze operator kompozycji z
takim cze$ciowym odwzorowaniem:

z(p(t)), teA

. teq,
0, te A

(To)(t) = {
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jest poprawnie okreslong izometrig na H := L*(u) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ zachowuje miare
w, tzn. p(p=(A)) = u(A) dla kazdego A € ¥. W szczegolnosei, jesli Q = N, p to miara liczaca,
A ={23,..} oraz p(n) = n—1dlan > 2, to T, = U jest jednostronnym przesunieciem.
Ponadto, operator mnozenia M, przez funkcje a € L>®(u), patrz Przyktad 2.76, jest izometria
wtedy i tylko wtedy, gdy jest operatorem unitarnym (bo M, jest operatorem normalnym) wtedy i
tylko wtedy, gdy |a(t)| = 1 u-prawie wszedzie (@ wyjasni¢ szczegoty). Jako ze ztozenie izometrii
jest izometria, to otrzymujemy, ze wazéony operator kompozycji

a(t)x(e(t)), teA

, t e,
0, t€ A

(Uz)(t) := [(MoTy)2](t) = {

jest izomertia na L*(€, ¥, i) dla dowolnego czesciowego odwzorowania ¢ : A — € zachowujacego
miare p oraz mierzalnej funkcji (wagi) a : A — {z € F : |z| = 1}. Nietrudno zauwazy¢, ze
powyzszy wzor na U definiuje izometrie na wszystkich przestrzeniach LP(u), p > 1. Twierdzenie
Banacha-Lamperti mowi, ze kazda izometria na przestrzeni LP(u) dla p # 2 jest tej postaci.

Na powyzszym przyktadzie mozna zaobserwowa¢ dwa ogolne fakty. Po pierwsze dla kazdej
izometri U € B(H) operator UU* jest rzutem ortogonalnym na obraz U (@ udowodni¢). Po
drugie jadro operatora sprzezonego jest dopelnieniem ortogonalnym wyj$ciowego operatora.

Lemat 2.81. Jesli U € B(H) izometria, to UU* = Py, tzn. UU* jest rzutem ortogonalnym
na obraz operatora U.

Dowdd. Operator UU* jest samosprzezony, bo (UU*)* = (U*)*U* = U*U, i jest idempotentem,
bo (UU*)?* = U(U*U)U* = UU*. Zatem, na mocy Twierdzenia 2.41, UU* jest rzutem ortogonal-

nym na swoj obraz. Oczywiste jest, ze ImUU* C Im U. Inkluzja w druga strone wynika z relacji
U=U1=U(U*U) = (UU*U, ktora oznacza, ze rzut UU* jest identycznoscia na Im U. O

Stwierdzenie 2.82. Dia dowolnego operatora T € B(H) mamy (ImT)* = ker T*.

Dowdd. Jesli x € ker T, to dla dowolnego y € H mamy (z,Ty) = (T*x,y) = (0,y) = 0. Stad
ker T* C (ImT)*. Z drugiej strony jesli z L ImT, to | T*z|> = (T"™z, T*z) = (z,T(T*z)) = 0,
czyli z € ker T*. Stad (ImT)* C ker T*. O

Na koniec powiedzmy pare stow o operatorach normalnych. Pelnig one wazna role mimo,
iz zdecydowana wiekszo$¢ operatorow jest “nienormalna”. Operatory normalne posiadaja bar-
dzo dobre wlasnosci spektralne (o czym jeszcze mam nadzieje pomowié pod koniec niniejszego
wyktadu). Na przyktad, z algebry liniowej powinni§my pamieta¢, ze macierz zespolona A jest
normalna wtedy i tylko wtedy, gdy jest diagonalizowalna, tzn. jest postaci A = UDU*, gdzie
U to operator unitarny, a D to macierz diagonalna. Oczywiscie, kazdy operator samosprzezony
jest normalny, a izometria jest operatorem unitarnym wtedy i tylko wtedy, gdy jest normalna.
W szczegolnosci jednostronne przesuniecie (Przyktad 2.79) nie jest operatorem normalnym.

Przyklad 2.83 (Operatory mnozenia jako operatory normalne). Modelowymi operatorami nor-
malnymi sa operatory mnozenia M,, a € L*°(u), z Przykladu 2.76 (twierdzenie spektralne mowi,
ze z doktadnoscia do sprzezenia operatorem unitarnym kazdy operator normalny jest tej postaci).
Rzeczywiscie, wprost z definicji operatoréw mnozenia wynika, ze zachodzi wzor M M, = My,
dla a,b € L>(u), wiec skoro M} = Mz, to

M;Ma = Mﬁa - Maa = MaM(:,
bo mnozenie funkcji jest przemienne. Podobnie otrzymujemy, ze

pop.w

M, samosprzezony <= a a < a(t) € R p-prawie wszedzie,
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M, unitarny <= |a]*"E" 1 «— a(t) € S' p-prawie wszedzie,

2 Wp-W  U-pwW _
= a =

M, rzut ortogonalny <= a a <= a(t) € {0,1} p-prawie wszedzie.

W szczegolnosci ostatnia rownowazno$é méwi, ze operator mnozenia M, jest rzutem wtedy i
tylko wtedy, gdy a = 1 4 jest funkcja charakterystyczna pewnego zbioru mierzalnego A € 3.

2.5 Zadania

Zad 2.1. Korzystajac ze wzoru z Stwierdzenia 2.48 pokazaé¢, ze rzut ortogonalny wektora na
podprzestrzen skoriczenie wymiarows istnieje w dowolnej przestrzeni unitarnej (niekonieczenie
zupelnej).

Zad 2.2. Pokaza¢, 7ze w Twierdzeniu 2.55 zupelnos¢ przestrzeni Hilberta jest kluczowa. To znaczy
pokaza¢, ze w dowolnej przestrzeni unitarnej (niekoniecznie zupelnej) mozna zdefiniowaé¢ bazy
ortonormalne jak w Definicji 2.52 i wykaza¢ ich istnienie jak w Stwierdzeniu 2.54, ale na ogot
moze wtedy istnie¢ wektor, ktorego nie da sie przedstawi¢ w postaci szeregu elementéw bazowych
(Hint: Rozwazy¢ przestrzen z przyktadu 2.25 i baze ortonormalna podprzestrzeni M).

Zad 2.3. Niech H zespolona przestrzen Hilberta. Operator T' € B(H) jest samosprzezony wtedy
i tylko wtedy, gdy (Th, h) € R dla kazdego h € H.

Zad 2.4. Pokaza¢, ze jesli T € B(H) jest samosprzezony (T* =T), to |T|| = sup [(Th,h)|.
lIAll=1

Zad 2.5. Wykaza¢, ze operator T' € B(H) jest normalny wtedy i tylko wtedy, gdy |[|Th|| = ||T*h||
dla kazdego h € H.
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Rozdzial 3

Trzy zasady analizy funkcjonalne;]

W tym rozdziale oméwimy trzy podstawowe (najwazniejsze) twierdzenia analizy funcjonalnej:
e Twierdzenie Hahna-Banacha (o przedtuzaniu funkcjonatow),
e Twierdzenie Banacha-Steinhausa (o jednostajnej ograniczonosci),
e Twierdzenie Banacha o przeksztateceniu otwartym,

oraz pewne ich zastosowania. W szczego6lnosci omoéwimy tu przyklady przestrzeni dualnych.

3.1 Twierdzenie Hahna-Banacha

Jak juz zostalo wspomninane, kluczowym narzedziem i obiektem badan analizy funkcjonalne;j
(od ktorego wzieta sie nazwa tej dziedziny) sa funkcjonaly liniowe. W latach 20. XX wieku Hans
Hahn i Stefan Banach udowodnili twierdzenie, ktore méwi, ze ograniczone funkcjonaty liniowe
okreslone na podprzestrzeni zawsze mozna przedtuzy¢ na caly przestrzen bez zwiekszania normy.
Twierdzenie to pozwala konstruowaé¢ ograniczone funkcjonaly liniowe o réznych wlasnosciach, a
w szczegolnosci pokazuje, ze takich funkcjonatéw na kazdej przestrzeni unormowanej jest “bardzo
duzo”.

Zacznijmy od prostego lematu, za pomocg ktérego analize funkcjonaléw zespolonych be-
dziemy mogli sprowadzi¢ do analizy funkcjonatéw rzeczywistych.

Lemat 3.1. Niech X bedzie zespolong przestrzeniq unormowang. Wiedy

f: X — C funkcjonat C-liniowy <= 3 Vo f(x) = u(x) + iu(—iz).
w: X —R funkcjonat R-liniowy  z€X

Ponadto, f jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy u = Re f jest ograniczony i wtedy || f|| = ||u]|-

Dowdd. “=": Jedli funkcjonal f : X — C jest C-liniowy, to kltadac u := Re f otrzymujemy
funkcjonat R-liniowy u : X — R oraz

Im f(z) = Imi(—i) f(z) = Imif(—iz) = Re f(—iz) = u(—iz).
Zatem f(x) = Re f(x) +ilm f(x) = u(x) + iu(—iz). Ponadto,

Jull = sup |u(x)] = sup [Re f(z)| < sup [f(z)| =[]

[[=]|=1 zl|=1 [[=]|=1

Czyli jesli f jest ograniczony, to u jest ograniczony oraz ||ul| < || f]|-
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“«<=" Niech u : X — R funkcjonal R-liniowy. Jasne jest, ze wzor f(x) := u(x) + iu(—iz),
x € X, definiuje funkcjonal f: X — C, ktory jest R-liniowy. Co wiecej

fliz) = u(iz) + iu(—i*x) = u(iz) + iu(r) = z( — du(ix) + u(a:)) = z(u(m) + zu(—m)) =if(x).
Stad f jest C-liniowy, bo jesli z = a + b, gdzie a,b € R, to

f(zz) = flax + ibx) = f(ax) + f(ibx) = af(x) +ibf(x) = zf(x).

Aby oszacowaé || f|| wezmy dowolny = € X, ||z|| = 1 oraz niech A € C bedzie taka, ze A\f(x) =
|f(z)]. Wtedy albo f(x) =0 albo |A] =11 stad

|f(@)| = Af(z) = f(Az) = Re f(Az) = u(Az) < [|ul].
Czyli jesli u jest ograniczony, to f jest ograniczony i || f|| < ||lu]- O

Twierdzenie Hahna-Banacha udowodnimy za pomoca ogolniejszego lematu Banacha, ktory
moéwi o przedtuzaniu funkcjonatéw R-liniowych dominowanych przez tzw. funkcjonal Banacha:

Definicja 3.2. Niech X przestrzen liniowa nad R. Funkcjonatem Banacha nazywamy funkcje
p: X — R taka, ze

(1) Veyex p(z +y) < p(x) +p(y), (nieréwnosé trdjkgta)
(2) Viex Viso p(tx) = tp(x). (dodatnia jednorodnodé)
Prototypowymi przyktadami funkcjonalow Banacha, sa funkcjonaly liniowe oraz (pot)normy.

Twierdzenie 3.3 (Lemat Banacha). Niech Xy C X podprzestrzen liniowa przestrzeni liniowej
X ip: X = R funkcjonal Banacha. Kazdy funkcjonat liniowy fo : Xo — R majoryzowany przez
p przedtuza sie do funkcjonatu liniowego f : X — R majoryzowanego przez p. Tzn.

Xo C X podprzestrzen liniowa

fo: Xo = R funkcjonat liniowy N ( istnieje funkcjonat liniowy f: X — R )
p: X = R funkcjonal Banacha flx, = fo oraz Veex f(z) < p(x)

Veex, folr) < p(x)

Dowaod. Dowod sktada sie z dwoch krokow. Najpierw zastosujemy Lemat Kuratowskiego-Zorna,
zeby wykazaé, ze istnieje maksymalne rozszerzenie f majoryzowane przez p. Nastepnie pokazemy,
ze to maksymalne rozszerzenie jest de facto okreslone na calej przestrzeni X.

1) Niech ® bedzie zbiorem wszystkich liniowych przedtuzen dominowanych przez p, tzn.

OES {(cp, X,) : X, podprzestrzen liniowa zawierajaca Xo, ¢ : X, — R funkcjonat liniowy
taki, ze ¢|x, = fo oraz ¢ <p|x, }.
Na ® wprowadzmy relacje czesciowego porzadku, gdzie funkcjonat ¢, jest “wiekszy” niz funkcjo-
nal ¢ jezeli jest jego rozszerzeniem. Tzn.

def
(911X = o2 %) 5 X, € X 0 el = 1

Nietrudno sie przekonaé, ze kazdy tancuch {(p;, X;)}ies (tzn. zbior liniowo uporzadkowany) ma

ograniczenie gorne (¢, X,), gdzie X, := (J,c; Xy, oraz o(r) := ¢i(z), gdy z € X,,. Zatem na
mocy Lematu Kuratowskiego-Zorna istnieje element maksymalny (¢,,, X,,,) w @.

93



2) Teraz wykazemy, ze X, = X i tym samym zakonczymy dowdd ktadac f = ¢,,. Zalézmy
nie wprost, ze istnieje zg € X \ X,,,,. Polozmy

Xi=lin{X,,,, 20} ={y+Axp:y € X,,,, A € R}.
Wtedy dla dowolnego u € R wzor
01y + Aro) = om(y) + Au, ye X, , AER,

definiuje funkcjonat liniowy ¢; : X; — R, ktory przedtuza ¢,,. Aby uzyskaé¢ sprzecznosé z
maksymalnoscia ¢, musimy dobra¢ u € R tak, aby ¢1(z) < p(z) dla z € X;. W tym celu
zauwazmy, ze

u <
o1(x) < p(z) <= N em(y) + Au < p(y + Arp) v { ;
<X e A=
22y ugp(%jxo)_gpm(%
u>—p(§ —x0) +¢m (%)
)

y€Xpm
A>0
u < b:=inf{p(y +x0) —om(y) 1y € Xy, }
u > a:=sup{—p(y — o) + om(y) 1y € Xy, }-

Zatem trzeba tylko pokaza¢, ze dla wartosci zdefiniowanych powyzej mamy a < b, gdyz wtedy
biorgc dowolne u € [a,b] otrzymamy element (@1, X1) € @, ktory jest rozszerzeniem elementu
maksymalnego (p,,, X,,) € @, czyli otrzymujemy sprzecznosé 7. Ale dla dowolnych y,y2 € X,
mamy

p(y1 + 20) — om(y1) — ( —py2 — o) + Spm(f‘ﬂ)) =

p(yr + o) + (Y2 — x0) — Pm(y1 + yo2)
3.2(1)

[
—~

p(y1 + Y2) — @m(y1 + y2)
0 (bo vm < p).

(AVARIV

Stad b > a. O]

Uwaga 3.4. W literaturze pod nazwa Twierdzenia Hahna-Banacha mozna spotkaé¢ wiele r6znych
twierdzen. Wszystkie one wynikajg z powyzszego Lematu Banacha. My zastosujemy go tylko do
przedtuzania ograniczonych funkcjonatéow liniowych. Innymi waznymi zastosowaniami, na kto-
rych omoéwienie tu niestety nie mamy miejsca, sa twierdzenia o rozdzielaniu zbioréw wypuktych.
Mianowice korzystajac z Twierdzenia 3.3 mozna pokaza¢ (@ dla chetnych), ze

Kazde dwa niepuste roztaczne wypukte podzbiory A, B przestrzeni unormowanej X,
takie ze jeden z nich zawiera punkt wewnetrzny, mozna rodzieli¢ hiperptaszczyzna.

Hiperplaszczyzng w R-linowej przestrzeni X nazywamy
kazdy zbior postaci H := {z € X : f(z) = «}, gdzie
f X — R to funkcjonal liniowy i o € R. Wtedy zbiory
{r e X: f(x) <a}ifzxre X: f(x)> a} nazywamy
stronami tej hiperptaszczyzny. Natomiast zbiory A, B C
X sa rozdzielone ta hiperplaszczyzna, jesli leza po jej
roznych stronach, to znaczy, gdy f(A) < a < f(B) lub
f(B) < a < f(A).
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Twierdzenie 3.5 (Hahn-Banach). Niech X przestrzer unormowana (nad ciatem F = R, C).
Kazdy ograniczony funkcjonat liniowy fo : Xg — F okreslony na podprzestrzent liniowej Xo C X
przedtuza sie (niejednoznacznie) do ograniczonego funkcjonatu liniowego f : X — F takiego, ze

11 = 1lfoll- Tzn.

X prz. unormowana, nad F =R, C
Xo € X podprzestrzen liniowa <

wstnieje funkcjonat liniowy f - X — F >
fo : Xo = F lintowy i ograniczony

flxo = fo oraz [|f]| = [l fol-

Dowdd. Rozpatrzmy dwa przypadki, w zaleznosci od tego czy F =R, czy F = C.

1) Zatozmy, ze F = R. Potozmy p(x) = ||z| - || fo]] dla x € X. Wtedy p jest w oczywisty
sposob funkcjonatem Banacha takim, ze fo < p na X (fo(z) < |fo(x)] < || foll - [|z]] = p(x)).
Zatem na mocy Lematu Banacha (Twierdzenie 3.3) istnieje funkcjonal liniowy f: X — R taki,
ze flx, = fooraz f <pna X. Stad

1511 = s @) < s pta) = sup fi]- ol = 1ol

Czyli f jest ograniczony oraz || f|| < || fol|- Nierownos¢ w druga strone jest oczywista (bo || fo|| =

SUD)|z(|=1,z€ X, | fo(@)| = SUD|z||=1,z€ X |f(z)] < SUDP|z||=1,zeX |f (@) = [I£1)-

2) Zalozmy, ze F = C. Na mocy Lematu 3.1 mamy fo(z) = uo(z) +iug(—iz), gdzie ug : Xo —
R jest funkcjonatem R-liniowym oraz ||ug| = || fol|. Z kroku 1) wiemy, ze ug przedtuza sie do
funkcjonatu R-liniowego u : X — R takiego, ze ||u|| = ||ug|| = || fol|. Zatem korzystajac jeszcze
raz z Lematu 3.1 otrzymujemy, ze wzor

f(z) = u(z) + iu(—iz), reX
definiuje C-linowe przedtuzenie fy oraz || f| = ||u|| = || fol|- O

Whiosek 3.6. Dla kazdego niezerowego wektora x przestrzeni unormowanej X istnieje funk-
cjonat f € X* taki, ze ||f]| = 1 oraz f(x) = ||z||. W szczegdlnosci funkcjonaly ograniczone
rozdzielajg punkty przestrzeni X, tzn.

v:p,yEX xz 7& Yy = E|f€X* f(l') # f(y)

Dowdd. Niech x € X \ {0}. Polozmy X, := lin{x} i zdefiniujmy funkcjonal liniowy wzorem f :
Xo — F wzorem fo(Az) = M|z||, A € F. Wtedy fo € X oraz ||fol| = 1 (bo |fo(Ax)| = |A||z]|| =

Al - ||z|| = ||A\x]|). Zatem fy przedtuza sie do zadanego funkcjonatu f na mocy Twierdzenia 3.5.
W szcezegolnodei, jesli @ # y, to x —y # 0, a wiec istnieje f € X* taki, ze f(z—y) = ||z —y|| # 0,
skad f(x) # f(y)- N

Whiosek 3.7. Kazda przestrzen unormowana X zanurza sie w przestrzen podwdinie sprzezong
X** = (X*)*. Doktadniej, odwzorowanie i : X — X** dane wzorem

i(@)(f) = fx), zeX feX
jest lintowq izometriq.
Dowdd. Dla kazdego z € X funkcjonal i(z) : X* — T jest liniowy, bo
i(@) M1+ f2) = (M1 + fo)(2) = AMi(@) + f2(2) = Ai(z) f1 +i(2) fo
Co wiecej,

i@l = sup i@ = sup £ < llallx.
I fllx+=1 1 £]lx =1
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Czyli i(z) € X** jest funkcjonalem ograniczonym na X* oraz ||i(x)|x~ < ||z||x. Aby wykaza¢
inkluzje przeciwna mozemy zalozy¢, ze x # 0. Wtedy na mocy Wniosku 3.6 istnieje f € X* taki,
ze || fllx- =1 oraz f(z) = ||z|x. Zatem ||i(x)| x= = ||z|x, czyli odwzorowanie X > x — i(x) €
X** jest poprawnie okreslong izometrig. Ta izometria jest liniowa, bo

i(Az1 4 22)(f) = fAxy + 22) = Af(21) + f(22) = Xi(21)(f) + i(22)(f) = (Ni(21) 4 i(22)) (f)-
O

3.2 Przyklady przestrzeni sprzezonych. Przestrzenie reflek-
sywne

Kazda przestrzen unormowana X mozemy zanurzy¢ w kanoniczny sposob w jej podwojne sprze-
zenie X** za pomoca izometrii i z Wniosku 3.7. To znaczy utozsamiajac X z i(X) mozemy
napisa¢ X C X*. Jesli X = X**, czyli gdy izometria i jest suriekcja (izomorfizmem), to X
nazywamy przestrzenia refleksywna:

Definicja 3.8. Mowimy, ze X jest przestrzeniq refleksywng jeslii : X — X jest izomorfizmem,
czyli gdy kazdy funkcjonal na X* jest postaci X* 3 f+— f(x) € F dla pewnego = € X.

Uwaga 3.9. W powyzszej definicji istotne jest by X i X** byly izomorficzne kanoniczng izo-
metrie i(x)(f) = f(z), v € X, f € X*. W szczegolnosci istnieja przestrzenie Banacha X takie,
ze X = X** mimo, iz i(X) # X** (@ dla chetnych, poczyta¢ w internecie o przestrzeniach
James’a). Innymi stowy, istniejg nierefleksywne przestrzenie Banacha, dla ktérych podwdjne
sprzezenie jest izomorficzne z wyjéciowa przestrzenia (ale nie w sposéb kanoniczny).

Zadna przestrzeni niezupelna nie moze by¢ refleksywana, gdyz przestrzen dualna jest zawsze
zupelna (na mocy Twierdzenia 1.73). Refleksywne przestrzenie Banacha pod pewnymi wzgle-
dami sa bliskie przestrzeniom Hilberta. Ponizsza tabela przedstawia, najwazniejsze przyktady
relfleksywnych i nierefleksywnych przestrzeni Banacha:

Refleksywne Nierefleksywne
przestrzenie skoriczenie wymiarowe, przestrzenie Hilberta, | ¢, Cla,b], £, >,
przestrzenie LP dla 1 < p < o0 L'([a, b)), L*>([a, b])

Przestrzenie skoriczenie wymiarowe i przestrzenie Hilberta sa “bardzo refleksywne”, gdyz dla tych
przestrzeni nie tylko podwojne sprzezenie, ale juz sama przestrzen sprzezona jest izomorficzna z
wyjéciowa przestrzenia. Dla przestrzeni skonczenie wymiarowych jest to dobrze znany fakt z al-
geby liniowej. Dla przestrzeni Hilberta H jest to Twierdzenie Riesza-Frecheta (Twierdzenie 2.68).

ant
Co prawda izomorfizm H = H* jest antyliniowy, ale zlozenie dwoch odwzorowan antyliniowych
anty ant
jest liniowe. W szczegolnosci H = H* = H* daje H = H™ i jest to kanoniczny izomorfizm.

Twierdzenie 3.10 (Przestrzen dualna do LP). Niech 1 < p < oo i niech (§2,%, u) bedzie prze-
strzeniq z miarg. JeSli p = 1 zaktadamy, zZe p jest o-skoriczona. Wtedy

LP(p)" = L)
gdzie ]% + % =1 (q=o00 gdy p=1). Doktadniej, f € LP(u)* < istnieje y € Li(u) taki, Ze
fa) = [oovdn zer)

Ponadto wtedy y jest jednoznacznie wyznaczony przez f oraz ||f|| = ||lylly- To znaczy || f|| =

1
(Jo lyl9dp) jestip > 1 oraz || f|| = esssuply| jesli p = 1.
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Dowdd. Pokazemy tylko, ze LI(u) zanurza sie izometrycznie w LP(p)*. Niech y € L9(u) i potozmy
f(x) == [yx-ydu, x € LP(u). Jest to poprawnie okreslony ograniczony funkcjonal liniowy
f:LP(u) = F, gdyz z nieréwnosci Holdera dostajemy, ze

/ x-ydu] < [ e idu < el loll,
(9] 0

W szezegolnosci, || f]| < ||lyll,- Jesli y =0, to f = 0. Zaldézmy zatem, ze y # 0.

Aby pokazaé, ze || f| = |lyll, zaltézmy najpierw, ze p > 1. Wystarczy znalezé niezerowy
xr € LP(u) taki, aby powyzsze nier6wnosci byly rownosciami. Przypomnijmy, ze w nierwonosci
Hoéldera rownosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy |z|P i |y|? sa liniowo zalezne, patrz Twierdzenie
1.30. Natomiast, zeby w nieréwnosci | [,z - ydu| < [, | - y|dp zachodzita réwnosé wystarczy
wziaé x taki, aby x - y > 0. Biorac to wszystko pod uwage potozmy

()] =

= gly[rr,

Wredy |al? = [y|?, zatem ||z, = [y[|¥” i = € LP(u). Ponadto x -y = [y[/7*1 = |y|¢. Stad

[+ ydu‘ = [l =l = el - Bl
9] 9]

Zatem ||f|| = ||lyll,- Zatomy teraz, ze p = 1. Jako ze miara p jest o-skonficzona, to dla kazdego
n € N znajdziemy zbior mierzalny A,, C 2 taki, ze 0 < u(A,) < oo oraz A, C {t € Q : |y(t)| >
lyllo — 1/n}. Skoro ||y||s > 0, to dla dostatecznie duzych n € N mamy |y| > 0 na A,. Zatem
funkcje

|[f(2)] =

Ln 1= y|y‘71M(An>ilﬂAn

sa poprawnie okreslone. Ponadto, ||x,|; = 1 oraz

/Q . ydu' _ \wxn)-l / vl du‘ > ylloe = 1/1 — [yllee

Stad || f]| = lylloe-
Aby wykazaé, ze kazdy funkcjonal z LP(u)* jest zadany przez catke z pewna funkcja z LI(p)

nalezy zastosowaé Twierdzenie Radona-Nikodyma, albo dla tadunkéw, albo dla miar zespolonych,
patrz np. [4, Twierdzenie 6.16]. O

Whiosek 3.11. Dla kazdego 1 < p < oo mamy (P* = (1 gdzie % + % = 1. Doktadniej f € IP* &

o o i
Fyers Yaew f(x) =D 00 w(k)y(k) oraz wtedy || fI| = ||yl to znaczy || fI| = (D052 ly(k)|?) e jesli
p > 1 oraz || f|| = supgen |y(k)| jesli p = 1.

Dowoaod. Zastosowaé powyzsze twierdzenie do miary liczacej na N. O]

Wnhniosek 3.12. Dla kazdego 1 < p < oo oraz kazdej przestrzeni (0,3, u) z miarg przestrzen
LP(p) jest refleksywna.

Dowdd. Skoro p > 1, to istnieje skoniczone ¢ > 1 takie, ze Il) + % = 1 (mianowicie ¢ = Zﬁ)
Stosujac dwukrotnie Twierdzenie 3.10 mamy

LP(p)™ = (LP(p)")" = L ()" = LP(p).

Ztozenie tych izomorfizméw daje kanoniczny izomorfizm. Zatem LP(u) jest refleksywna. O]
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Omoéwimy teraz przestrzeni sprzezona do przestrzeni funkcji cigglych. Kluczowym jest tu
twierdzenie Riesza o reprezentacji funkcjonatéw liniowych dodatnich na przestrzeni funkcji cia-
glych za pomocag miar. W szczego6lnosci, w przypadku rzeczywistym przestrzeniag sprzezona jest
przestrzen tadunkow (miar znakowych). W przypadku zespolonym bedzie to przestrzen miar
zespolonych:

Definicja 3.13. Niech X bedzie o-algebra podzbioréow zbioru ). Miarg zespolong na przestrzeni
mierzalnej (€2, 3) nazywamy funkcje p : ¥ — C, ktora jest o-addytywna, tzn. dla dowolnego
ciagu {4, }5°, C 3 parami roztacznych zbiorow mierzalnych mamy

a4 =) u(An).

Normg (lub tez wariacjq) miary zespolonej p nazywamy liczbe

]l := sup {Z (Aa)] = 2= | A {432, € 2} : (3.1)

n=1
tzn. kres gorny bierzemy po wszystkich przeliczalnych rozbiciach mierzalnych przestrzeni 2.

Uwaga 3.14. Jesli p jest miara zespolong to p(()) = 0 (@& pokazac). Jesli u > 0, tzn. p jest
miara zespolona przyjmujaca tylko wartosci nieujemne, to p jest “zwykla” miara. Aby wyr6znié¢
ten przypadek, mowimy tez, ze u jest miara dodatnia. Wtedy ||p|| = p(€2). Miary probabilistyczne
to miary dodatnie, dla ktorych ||u|| = 1. Jesli u przyjmuje wartosci rzeczywiste, u(Q2) € R, to p
jest tadunkiem (miara znakowa). Na mocy rozktadu Hahna-Jordana mamy wtedy, ze p = py—p_,
gdzie ps wzajemnie osobliwe miary dodatnie, oraz ||u|| = py(Q) + () = [|pe |l + [[u—||-

Definicja 3.15. Niech p miara zespolona na przestrzeni mierzalnej (Q,Y). Wtedy p; = Repu i
pt2 = Im p1 sa tadunkami (miarami znakowymi @ tatwe). Niech p; = g 4 — gy — i fig = pio —plo—
rozktady Hahna-Jordana tych tadunkéw. Moéwimy, ze funkcja mierzalna f : Q@ — C jest u-
catkowalna jezeli fQ |fl dpi v < 00, i =1,2, 1 wtedy kladziemy

/Qfdu :=/Qfdu1,+—/gfdm,_+¢(/ﬂfdm,+_/gfdu2,_).

Przypomnijmy, ze calke z zespolonej funkcji f wzgledem miary dodatniej p definiujemy wzorem
fodu = fQRefdu+ifQImfdu.

Uwaga 3.16. Uogolnieniem rozktadu Hahna-Jordana dla miary zespolonej u jest rozktad bie-
gunowy. Mianowicie, patrz |4, Twierdzenie 6.2], dla kazdej miary zespolonej u wzor |u|(E) =

sup { 2—31 (A E= ]2 Any {40352, C E}, E € Y, definiuje miare dodatnig na ¥ nazy-

wana wariacjq catkowitq miary p. Ponadto, patrz [4, Twierdzenie 6.12], istnieje funkcja mierzalna
h:%— St :={z€C:|z| =1} taka, ze dpu = hd|p|, tzn. [,z dp = [,xhd|u|, dla z € L}(Q).

Miare zespolona p okre$lona na o-ciele podzbioréw borelowskich przestrzeni topologicznej M
nazywamy miarg borelowskq na M. Mowimy, ze przestrzen topologiczna M jest lokalnie zwarta,
jezeli kazdy punkt przestrzeni M posiada otoczenie otwarte, ktéorego domkniecie jest zwarte.
Kazdy podzbior otwarty (albo domkniety) przestrzeni euklidesowej R* jest lokalnie zwarty. Oczy-
wiscie, kazda przestrzen zwarta jest takze lokalnie zwarta.
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Twierdzenie 3.17 (Twierdzenie Riesza o reprezentacji funkcjonatéw liniowych na Cy(M)).
Niech M bedzie lokalnie zwartq przestrzeniq metryczng i niech Co(M) bedzie przestrzeniq znika-
jacych w nieskonczonosci ciggtych funkcyi zespolonych. Dla kazdego ograniczonego funkcjonatu
liniowego f : Co(M) — C istnieje doktadnie jedna zespolona miara borelowska p na M taka, Ze

flz) = /M$du, x € Co(M). (3.2)

Ponadto, wtedy || f|| = ||p| oraz
(1) w jest miarg dodatniq <= f jest dodatni, tzn. f(x) > 0 jesli x > 0;
(2) w jest tadunkiem <= f(x) € R dla wszystkich rzeczywistych funkcji x € Co(M).

Dowaod. Teza zachodzi przy nieco bardziej ogolnym zatozeniu, ze M jest lokalnie zwarta prze-
strzenia Hausdorffa, patrz [4, Twierdzenie 6.19]. Przy czym, wtedy aby uzyska¢ jednoznacznosé
miary p spelniajacej (3.2) trzeba zaltozy¢, ze jest regularna. Dodatnia miara (skoriczona) jest
reqularna jezeli dla dowolnego zbioru borelowskiego £ mamy

p(E) =inf{u(V): ECV iV jest otwarty} = sup{u(K) : K C E i K jest zwarty}.

Natomiast zespolona miara borelowska jest regularna, jesli miara dodatnia |u| jest regularna.
Dla lokalnie zwartych przestrzeni metrycznych kazda miara borelowska jest regularna, patrz [4,
Twierdzenie 2.18]. To daje pierwsza czes¢ twierdzenia.

Implikacje “=" w punktach (1), (2) sa jasne. Implikacja “<=" w punkcie (1) jest trescia kla-
sycznego twierdzenia Riesza, patrz [4, Twierdzenie 2.14]. By wykaza¢ implikacje “<=" w punkcie
(2) zalozmy nie wprost, ze u nie jest tadunkiem. Wtedy po := Im p jest niezerowa miara. Zatem
odpowiadajacy jej funkcjonal fo(x) := [,z duy (na mocy jednoznacznosci przyporzadkowania
funkcjonatowi miary) tez jest niezerowy. Czyli istnieje funkcja = € Co(M) taka, ze [,z dus # 0.
Zastqpujqc x przez Rex lub Imx, mozemy przy tym zalozyé¢, ze = jest funkcja rzeczywisty.
Wtedy f(z) = [,;#dRep+1i [,, xdImp ¢ R, co przeczy warunkowi w (2). O

Whiosek 3.18 (Przestrzen dualna do Cy(M)). Niech M bedzie lokalnie zwartq przestrzeniq
metryczng i niech Co(M,F) bedzie przestrzeniq znikajgcych w nieskoriczonodci funkcji ciggtych
o wartosciach w ciele F = R, C. Utozsamienie miary z funkcjonatem catkowania p — fM ~dp
zadaje tzometryczny izomorfizm

Co(M,F)* = Mgp(M),

gdzie Mc(M) oznacza przestrzen zespolonych miar borelowskich na M, a Mg(M) zbior tadun-
kow borelowskich na M, wraz z dziataniami okreslonymi punktowo ()\,u)( ) = Au(E), (1 +
p2)(E) = (E) + ua(E), E € X, X € F, oraz normq zadang wzorem (3.1).

Dowdd. Dla kazdej miary p € My(M) wzor f(x) := [,, xdp definiuje funkcjonal liniowy na
Co(M,T). Jest on poprawnie okreslony i ograniczony poniewaz korzystajac z rozktadu bieguno-
wego du = hd|u| miary p, patrz Uwaga 3.16, dla dowolnego = € Cy(M,F) mamy

1 =| [ stondu o] < [ 1600 du© < felalul00) = ol

Jasne jest, ze przyporzadkowanie Mg(M) € p v [, -dp € Co(M,F)* jest liniowe. Na mocy
Twierdzenia 3.17 jest ono izometryczng surjekcja, czyli jest izometrycznym izomorfizmem. W
szczegolnosei przestrzen Mp(M) jest przestrzenia Banacha. [
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Whiosek 3.19. Jesli f € ¢ to istnieje dokladnie jeden y € (' taki, ze
flo) = alky(k),  z€a,
k=1

oraz wtedy || fI| = llyll = 2252, [y(k)]. W szezegdlnodei ¢ = €1

Dowdd. Jesli M = N jest przestrzenia dyskretna, to ¢y mozna utozsamié¢ z Co(M), a odwzo-
rowanie u — (u({1}), u({2}), ...) jest izometrycznym izomorfizmem z Mg(M) na przestrzen ¢*
nad F. Zatem teza jest szczegolnym przypadkiem Wniosku 3.18. (éw. @ przeprowadzi¢ dowod
bezposrednio, bez korzystania z Wniosku 3.18). O

Z Wnioskow 3.19, 3.11 otrzymujemy, ze przestrzen podwdjnie sprzezona do ¢y to £°:
Kk *\* AU 1\ ~v
= ()" = () =~

Przy izomorfizmie cj* = (*° naturalne zanurzenie ¢y C ¢*° odpowiada naturalnemu zanurzeniu
i(co) C ¢§*. W szczegolnosei, przestrzen ¢y nie jest refleksywna. Ponadto, przestrzen ¢y nie moze
by¢ izomorficzna z przestrzenia £°° nawet w sposob niekanoniczny, gdyz ¢q jest osrodkowa, a >
nie (& pokazaé to).

Ogoélnym uzytecznym kryterium pozwalajacym wykazaé, ze jakas przestrzen nie jest reflek-
sywna, jest nastepujacy lemat, ktory jest kolejnym zastosowaniem Twierdzenia Hahna-Banacha.

Lemat 3.20. Jesli przestrzeri Banacha X jest refleksywna, to dla kazdego funkcjonatu f € X*
supremum we wzorze || f|| = supy, =y |f(2)| realizuje si¢ dla pewnego x € X, tan. istnieje v € X
taki, ze ||z|| =1 oraz f(x) = ||f]]

Dowdd. Niech f € X*. Na mocy Wniosku 3.6 istnieje funkcjonatl ¢ € X** taki, ze o(f) = || f]|
i]lell = 1. Jesli z € X jest elementem odpowiadajacym ¢ przy izomorfizmie X = X**  (tzn.

i(x) = @), to ||lz|| = Loraz f(z) = i(z)(f) = ¢(f) = [l /] =

Uwaga 3.21. Stosujac Lemat 3.20, tzn. pokazujac, ze jego teza nie zachodzi mozna wykazaé, ze
przestrzenie (1, Cla, b], L'[a, b] sa nie refleksywne (@& wykazaé, patrz tez [3, 6.B.24]). Z niereflek-
sywnosci C|a, b] wynika nierefleksywnosé¢ L>[a, b], gdyz C|a, b] jest domknieta podprzestrzenia
L>®[a,b] (@& kazda podprzestrzen domknieta przestrzeni refleksywnej jest refleksywna).

3.3 Twierdzenie Banacha-Steinhausa

Legenda glosi, ze Hugo Steinhaus w 1916 r. zainteresowal si¢ przypad-
kowo spotkanym Banachem, gdy ten na tawce na Plantach Krakowskich
dyskutowat zarliwie z Otto Nikodymem o calce Lebesgue’a. Dzieki wsta-
wiennictwu Steinhausa, Banach zostal zatrudniony na Politechnice Lwow-
skiej. Wspotpracowali ze soba przez wiele lat. Mimo ogromnego dorobku
naukowego Steinhausa, zwykl on mawia¢, ze jego najwickszym odkryciem i
matematycznym jest Stefan Banach. "

W 1927 r. Banach i Steinhaus udowodnili wspoélnie twierdzenie zwane zasadg jednostajnej
ograniczonosci. We wspotczesnym sformutowaniu moéwi ono, ze jezeli mamy rodzine operato-
row ograniczonych {T;},c;r € B(X,Y') okreslonych na przestrzeni Banacha X i ograniczonych
punktowo, tzn.

Veex Inso Vier |Tix|| < M (rownowaznie V,ex sup||Tiz|| < oo)
el
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to rodzina {T;};cs jest ograniczona w normie operatorowej (jednostajnie), tzn. zachodzi
o Veex Vier | Tiz|| < M|z (rownowaznie sup ||T;|| < 00).
iel

Zauwazmy, ze implikacja odwrotna zawsze zachodzi w sposob trywialny. Natomiast implikacja z
Twierdzenia Banacha-Steinhausa jest nietrywialna i kluczowsa role pelni tu zupetno$¢ przestrzeni
X, bez ktorej twierdzenie przestaje byé¢ prawdziwe:

Przyklad 3.22. Niech X = ¢yy bedzie przestrzenia ciggéw skonczonych z norma supremum i
niech Y = ¢y. Rozwazmy ciag operatorow {7,,}>°, C B(X,Y) danych wzorem

To(z(1),2(2),2(3),...) = (1-2(1),2-2(2),3-2(3),...,n - 2(n),0,0,...)

Dla kazdego x € c¢qo istnieje N > 0 takie, ze x(k) = 0 dla k > N i stad ciag wektorow
{T,x}32, jest ograniczony. Mianowicie, sup,,cy || 12| = max,—i . n ||Thz| < N|z|| < oco. Ale
ciag operatorow {71,}22 , jest nieograniczony, bo

sup ||T,|| = supn = oo.
neN neN

Oczywiscie nie przeczy to Twierdzeniu Banacha-Steinhausa, bo cyg nie jest przestrzenia zupelng.

Dowo6d Twierdzenia Banacha-Steinhausa, tak jak rowniez dowod Twierdzenia Banacha o prze-
ksztatceniu otwartym, ktore omoéwimy w kolejnym podrodziale, opiera sie na Twierdzeniu Baire’a.
Aby zrozumieé lepiej to ostatnie twierdzenie rozwazmy przyktad.

Przyklad 3.23. Niech X = [0,1] bedzie wyposazony w topologie euklidesowa (za X mozna
wzia¢ jakakolwiek przestrzen metryczna bez punktow izolowanych). Wtedy istnieje rodzina { A; }ier
zbioréw domknietych i brzegowych (tzn. o pustym wnetrzu) taka, ze X = J,_.; A;, poniewaz

X = J{=}.

reX

icl

Zatem przedzial X = [0, 1] jest suma zbiorow nigdziegestych (zbiory nigdziegeste to takie, kto-
rych domkniecie ma puste wnetrze). Ale suma ta jest nieprzeliczalna. Czy da sie wypetni¢ X
przeliczalng iloscia zbiorow nigdziegestych?

Twierdzenie Baire’a na pytanie postawione w Przyktadzie 3.23 odpowiada negatywnie:

Twierdzenie 3.24 (Twierdzenie Baire'a). Przeliczalna suma domknietych zbioréw brzegowych
w przestrzent metrycznej zupetnej jest zbiorem brzegowym.

X przestrzen metryczna zupetna, o
A, C X dlan €N takie, ze = Int (U An> = 0.
A, = A, oraz Int(4,) =0 n=1

Uwaga 3.25. Poprzez dualno$¢ miedzy zbiorami otwartymi i domknietymi Twierdzenie Baire’a
mozna réwnowaznie sformutowaé jak nastepuje (@ sprawdzi¢). Przeliczalny przekrdj otwartych
zbiorow gestych w przestrzeni metrycznej zupetnej jest zbiorem gestym, tzn.

X przestrzen metryczna zupetna, oo
U, C X dlan €N takie, ze — ﬂUn:X.
IntU, =U, oraz U, = X n=1
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Dowdd. Wykazemy implikacje z Uwagi 3.25. Niech {U,}32, ciag otwartych zbioroéw gestych w
X . Wezmy dowolny niepusty zbior otwarty V' C X. Potrzebujemy pokazaé, ze WN(\ —, U, # 0.
W tym celu skonstruujemy ciag kul domknietych {K(x,,r,)}52, zawartych w W takich, ze

K(zp,rn) CUNK(Tp1,7p_1) oraz 7m,<1/n, dlan > 1. (3.3)

Tutaj K (z,7) := {y € X : d(z,y) < r} jest kula domknieta, a K(x,7) :={y € X : d(z,y) <r}
kula otwartg w przestrzeni metrycznej (X, d). Wtedy z (3.3) wynika, ze ciag kul jest zstepujacy:

W 2 K(x1,7m1) 2 K(z,72) 2 K(23,73) 2 ...,

i ich promienie zbiegaja do zera. Stad {z,}>>, jest ciagiem Cauchy, a wiec na mocy zupelnosci
jest to ciag zbiezny. Niech z := lim, ,oz, € X. Jako ze ciag {z,}>2, odpewnego miejsca
wpada caty do K(xy,ry) dla kazdego N > 0, a F(xN,rN) jest zbiorem domkniqtym, to xr =
limy, 00 7, € K(zn,7x) dla kazdego N € N. Stad z € Moo K(xn, ) CWNN L, U,

Ciag spelniajacy (3.3) konstruujemy indukcyjnie. Skoro Ui jest otwarty i gqsty w X, to
W N U, jest niepusty i otwarty. Zatem istnieja 2, € X ir, > 0 takie, ze K(zy,71) € W N Uy,
oraz 1 < 1. Zalozmy teraz, ze skonstruowaliSmy juz x, i r, speliajace (3.3). Wtedy przekroj
Ups1 N K(x,,r,) jest niepusty i otwarty, bo U, jest otwarty i gesty. Zatem mozemy wybra¢
Tpi1 € X oraz rpyq takie, ze K(x,11,741) € NK (2, 70), oraz rp < 1. O

Zupelosé¢ w Twierdzeniu Baire’a jest kluczowa:

Przyklad 3.26. Niech X = Q z metryka d(x,y) = | — y|. Ustawmy liczby Wymierne w ciag
Q1 Q2 .. i potoimy A, := {g,} dla n € N. Wtedy A, = A, oraz Int(A,) = 0, ale [J7°. =Q
jest cala przestrzeni@, wiec wnetrze ma niepuste (jest zbiorem otwartym). Zatem TWlerdzenle
Baire’a tutaj nie zachodzi, ale Q nie jest przestrzenia zupeina.

Przyktad 3.27. W przestrzeni X = cop z normg supremum, por. Przyktad 3.22, zbiory

A, = {(z(1),2(2),2(3),...) € coo : (x(1),2(2),x(3),...,x(n),0,0,...)}, n e N,

s skoriczenie wymiarowymi podprzestrzeniami liniowymi. Zatem zbiory A, sa domkniete i maja
puste wnetrza w X. Natomiast X = (J'7 | A, jest caly przestrzenia (ma niepuste wnetrze).

Twierdzenie 3.28 (Banach-Steinhaus). Niech {T;}ic; € B(X,Y) bedzie rodzing operatordw
ograniczonych, gdzie X przestrzen Banacha, a'Y przestrzen unormowana. Wiedy

Viex sup|[Tiz| < oo = sup|Tif| < oo.
i€l i€l
Czyli rodzina operatorow {T; }ier jest ograniczona w B(X,Y') wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
x € X rodzina wektorow {T;x}icr jest ograniczona w'Y .

Dowdd. Zauwazmy, ze zbiory A, := {z € X :sup,¢; || Tiz|| < n}, n € N, sa domkniete, bo T; sa
operatorami ciaglymi. Ponadto zalozenie, ze sup;¢; | Tiz|| < oo dla kazdego x € X, oznacza, ze
X = ", A,. Zatem na mocy Twierdzenia Baire’a jeden ze zbioréw A, ma niepuste wnetrze.
Crzyli istnieja n € N, xy € X oraz ¢ > 0 takie, ze K(xg,e) C A,. Niech teraz x € X taki, ze
|z|| = 1. Wtedy dla kazdego ¢ € I

2 9
Tl =2 | (5| = 2|17 (fvo+2$>—x0>H
c zo + 52 € K(x0,¢) C A,
< : - — |73 I |
< : <xo + 2x)H + - 15 (o)l { 2o € K(z0,2) C A,
2 2 4
<-n+-n=-n.
€ 9 9
Stad sup;e; | T3] < Zn < oo. N

62



Whniosek 3.29. Operator bedgcy granicg punktowq ciggu operatorow ograniczonych okreslonych
na przestrzent Banacha jest ograniczony. Tzn.

{Tntz € BX,Y) ktadge Tx := lim T,x dla x € X
X przestrzen Banacha S n—00

vaX {Tnx}zozl Zblezny wY mamy T e B(X, Y)

Dowdd. Jesli {T,,x}32, zbiezny dla kazdego x € X, to kladac Tz := lim T,z otrzymujemy

n—oo
operator liniowy, bo granica jest operacja liniowa. Ponadto zbieznos¢ ciagu {7T,x}5°, implikuje
jego ograniczono$é, dla kazdego x € X. Zatem na mocy Twierdzenia Banacha-Steinhausa mamy
SUP,en || 1|l < co. Stad operator T jest ograniczony:

|T]| = sup ||Tz| = sup lim [[T,z|| < sup sup||T,||||z]| = sup |1, < oco.
l|lzll=1 |lzl|=1 "0 lzl|=1 neN neN

3.4 Topologia staba i *-slaba

Na danym zbiorze mozna rozpatrywac rozne topologie. Im stabsza topologia (zawiera mniej zbio-
row otwartych), tym tatwiej danemu ciggowi by¢ zbieznym, a zbiorowi zwartym. W nieskoriczenie
wymiarowej przestrzeni unormowanej X topologia jest dos¢ mocna. Na przyktad, kula domknieta
{x € X : ||z|| <7} nie jest zwarta w topologii takiej przestrzeni (& pokaza¢). Dlatego rozwaza
sie na X tez stabsze topologie, ktore pozwalajg na szersze zastosowanie wtasnie takich pojeé¢ jak
zbieznosé czy zwartosé. Standardowo do tego celu wykorzystuje sie topologie zadang przez ogra-
niczone funkcjonaly liniowe. Ogoélna procedura defniowania topologii za pomoca odwzorowan
jest opisana w ponizszym stwierdzeniu:

Lemat 3.30. Funkcja f : X — F na przestrzeni topologicznej X jest ciggta wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego x € X i€ >0 2bior Us.(z) :={y € X : |f(y) — f(x)| < e} jest otwarty w X.

Dowdd. f jest ciagla <= dla kazdego y € f(X) ie > 0 przeciwobraz f~'(K(y,¢)) jest otwarty
w X <= dla kazdego z € X i e > 0 przeciwobraz f~'(K(f(z),€)) jest otwarty w X. Ale

FHE(f(@),e)) ={y € X : |f(y) — f(2)] <&} = Uye(a). -

Stwierdzenie 3.31. Niech F' bedzie pewng rodzing funkcji na zbiorze X o wartoSciach w ciele
F i niech Tr bedzie najstabszq topologiq na X, przy ktorej wszystkie funkcje f: X — F nalezgce
do F sq ciggte. Topologia taka zawsze istnieje oraz

(1) zbiory postaci Uy, . 1. -(x) == {y € X : |fily) — fi(zx)] < e, 1 < i < n} gdzie x € X,
fiyees fn € F, € >0, tworzg baze topologii 7.

(2) Topologia T spetnia warunek Hausdorffa wtedy i tylko wtedy, gdy funkcje z F rodzielajq
punkty X, tzn. dla x # y istnieje f € F taki, ze f(x) # f(y).

(8) Cigg {x,}22, C X jest zbiezny do xo € X w topologii Tp wtedy i tylko wtedy, gdy f(x,) —
f(xg) dla kazdego f € F.

Dowdd. Na mocy Lematu 3.30 topologia generowana przez zbiory postaci Us.(z), x € X, f € F,
generuje najstabsza topologie 7, przy ktorej kazda funkcja f € F jest ciggla. Wynika stad, ze
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skoniczone przekroje (), Uy, o, (z;), gdzie x1, ...z, € X, fi,.... fn € F, €1, ..., £, > 0, tworza
baze topologii 77 (kazdy zbior z 7r jest suma takich skoriczonych przekrojow). W szczegolnosei,

Ponadto, dla dowolnego x € (;_, Uy, ., (2;) ktadac € := min;_; _, &; > 0 mamy,

LS Ufi17-~-7fin,€(x) - ﬂ Ufi,ei(xi)'
i=1
Stad zbiory postaci Uy, _r, () tworza bazg topologii 7x, tzn. dowodzi to punktu (1).

(2). Ten punkt jest jasny (@ sprawdzic).

(3). Jesli {z,}5°, € X zbiega do zg € X w g, to dla dowolnego f i e > 0 ciag {z,}>2,
od pewnego miejsca wpada do Uy (), tzn. istnieje N > 0 taki, ze dla kazdego n > N mamy
/() — (o] < . Stad f(z) = f(z0).

Na odwrét, zatozmy, ze f(x,) — f(xo) dla kazdego f € F. Ustalmy dowolne bazowe otoczenie
punktu xo, tzn. Uy, 5, (o), gdzie fi,..., fy € F oraz ¢ > 0. Dla kazdego i = 1, ..., k istnieje IV;
taki, ze dla n > N, |fi(zn) — fi(zo)| <e, ten. z,, € Uy, (x0). Zatem dla n > N := max;—,_, N;
mamy z, € Up, 1. -(x0) = (iey Ufic(x0). Czyli 2, zbiega do xg w 7p O

Uwaga 3.32. Przypomnijmy, ze zbiezno$¢ ciggu determinuje topologie w przestrzeni metrycznej:
podzbiér A przestrzeni metrycznej jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy A zawiera granice
kazdego ciagu zbieznego {z,}5°, C A. Twierdzenie to przenosi si¢ na ogblne przestrzenie topolo-
giczne pod warunkiem, ze ciagi zastapimy sieciami. Przypomnijmy, ze siecig nazywamy rodzine
{z;}ier € X indeksowang zbiorem skierowanym przez pewna relacje czesciowego porzadku <.
Mowimy, ze taka sieé¢ jest zbiezna do punktu xg € X, w przestrzeni topologicznej X, jezeli dla
dowolnego otwartego otoczenia U punktu xg istnieje taki wskaznik iy € I, ze dla kazdego i > 1
mamy z; € U. Piszemy wtedy x; — zo. Mozna pokaza¢ (@ dla chetnych), ze

podzbior A przestrzeni topologicznej X jest domkniety wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdej sieci {x;}ie; C A jesli x; — xg w X, to xo € A.

Sie¢ {x; }ier € X jest zbiezna do zop € X w topologii 7w ze Stwierdzenia 3.31 wtedy i tylko wtedy,
gdy f(x;) — f(xo) dla kazdego f € F. Zatem opis ten catkowicie determinuje topologie 7r.

Definicja 3.33. Niech X przestrzeni unormowana. Stabg topologig na X nazywamy najstabsza
topologia, przy ktorej wszystkie funkcjonaty z X* sg ciagle. Mowimy, ze ciag {x,}22, C X jest
stabo zbieiny do xy € X, jezeli jest zbiezny do zy w stabej topologii. Piszemy wtedy, z,, — .

Uwaga 3.34. Na mocy Stwierdzenia 3.31 bazg stabej topologii sa zbiory postaci Uy, . -(x) :=
{y € X :|fily) — filx)] < e, 1 <i<n}gdziex € X, fi,..., fn € X*, ¢ > 0. Natomiast ciag
{z,}22, C X jest stabo zbiezny do zg € X, wtedy i tylko wtedy, gdy ciag liczbowy {f(z,)}5%,
jest zbiezny do f(zg), dla kazdego funkcjonaltu liniowego i ograniczonego f € X*, tzn.

Ty — Ty = Viexs f(zn) — f(0).

Granica stabo zbieznego ciagu jest wyznaczona jednoznacznie, bo w $wietle Stwierdzenia 3.31(2)
oraz Wniosku 3.6 (z Twierdzenia Hahna-Banacha), topologia staba jest topologia Hausdorffa.
Powyzsze stwierdzenia uogolniaja sie z ciagéw na sieci.
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Uwaga 3.35. Jako ze ograniczone funkcjonaly liniowe sa ciaggle na X w normie, to topolo-
gia na X zadana przez norme jest mocniejsza od topologii stabej (stad nazwa tej drugiej). W
szczegolnosci, zbiezno$¢ w normie implikuje zbieznosé staba:

l’nM}I’o — mni>l'0.
Implikacja odwrotna na og6t nie zachodzi. De facto mozna pokazaé, ze topologia normowa po-
krywa sie z topologia staba wtedy i tylko wtedy, gdy dim(X) < oo (@ dla chetnych, patrz [3,
6.C.20]).

Stwierdzenie 3.36. Kazdy cigg stabo zbiezny jest ograniczony, tzn
T, — 19 = {2,}2, ograniczony w normie.

Ponadto, wtedy ||zo|| < liminf, o ||zn]-

Dowdd. Przypomnijmy, iz kazdy element x € X mozemy traktowaé jako funkcjonal i(z) na
przestrzeni X*, gdzie i(z)(f) = f(x), oraz ||i(z)|| = ||z||, patrz Wniosek 3.7. Ponadto,

T, — g > Vycx- i(zn)(f) — i(x0)(f).

Innymi stowy staba zbieznosé ciagu {z,}22, C X jest rownowazna zbieznosci punktowej ciagu
funkcjonatow liniowych {i(z,)}>2; € X** = B(X* F). Zatem staba zbiezno$¢ pociaga ograni-
czono$¢ na mocy Twierdzenia Banacha-Steinhausa, por. Wniosek 3.29.

Aby wykazaé, oszacowanie na norme o mozemy zalozy¢, ze xo # 0. Wtedy na mocy Twier-
dzenia Hahna-Banacha, patrz Wniosek 3.6, istnieje funkcjonal f € X* taki, ze ||f|| = 1 oraz

f(xg) = ||wo]|. Stad i ze stabej zbieznosci otrzymujemy
lzo|l = f(zo) = lim f(z,) = liminf f(z,) < liminf || f||||z,| = liminf ||z,].
n—o00 n—o00 n—oo n—00

]

Przyktad 3.37 (Staba zbieznos¢ w przestrzeniach Hilberta). Jesli X = H to przestrzen Hilberta,
to na mocy Twierdzenia Riesza-Frecheta (Twierdzenie 2.68) kazdy funkcjonal f € H* jest postaci
f(z) = (x,y), dla pewnego y € H. Zatem dla kazdego ciagu {z,}>, zachodzi

T i> Ty <~ vyEH <mn>y> — <$0,y>.

Dla przykladu rozwazmy przeliczalny uktad ortonormalny {e,}>>, w H, taki uktad zawsze ist-
nieje, gdy dim(H) = co. Wtedy |le, — el = V2 dla n # m. Zatem ciag {e, }°, nie jest zbiezny
w normie. Twierdzimy jednak, ze jest stabo zbiezny do zera:

e, — 0.

Rzeczywiscie, niech y € H. Wtedy > 7 [(ei, y)|* < |ly]|* na mocy nieréwnosci Bessela, patrz

Whiosek 2.49. Skoro szereg > o0 | |(e;, y)|? jest zbiezny, to (e;,y) — 0 = (0,y). Czyli e, — 0. W
szczegblnosei, oszacowanie na norme w Stwierdzeniu 3.36 moze by¢ ostra nieréwnoscia: ||0|| =
0 < 1 =liminf, o ||en]]-

Przyktad 3.38 (Staba zbieznos¢ w przestrzeniach LP). Niech (Q, %, ) przestrzen z miara o-
skoniczong oraz niech 1 < p < oo. Niech ¢ > 1 takie, ze % + % =1 (¢ =00 gdy p=1). Na mocy
Twierdzenia 3.10 mamy, ze dla kazdego ciagu {z,};2, C L7 () zachodzi

r0 5w Q) = Vyesgioy [ w00 dutt) — [ o0 dute).
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W przypadku, gdy p jest miara liczaca na €2 = N dostajemy

Ty = xg WP = Yyew Y wa(k)y(k) — Y zo(k)y(k).
k=1 k=1
Dlap > 1, podobnie jak w poprzednim przyktadzie mozna pokaza¢, ze ktadac e, = (0,...,0,1,0,...)
n—1 razy
otrzymujemy ciag {e,}>2,, ktory nie jest zbiezny w normie ¢7, ale jest stabo zbiezny do zera (@&
sprawdzi¢). Dla p = 1 sytacja jest wyjatkowa. Okazuje sie, ze mimo, iz ¢! jest nieskonczenie
wymiarowa, to staba zbiezno$é¢ ciagow w ! jest rownowazna zbiezno$ci w normie (jest to tzw.
Twierdzenie Schura, @ dla chetnych, patrz |3, 6.C.25]). Nie oznacza to jednak, 7e staba topolo-
gia na /' pokrywa sie z topologia zadang przez norme. Wrecz przeciwnie topologie te sg rozne i
w szczegolnosei staba zbieznosé sieci nie jest rownowazna zbieznosci sieci w normie, por. Uwaga
3.32.

Przyktad 3.39 (Staba zbieznos¢ w przestrzeni Cy(M)). Niech M bedzie lokalnie zwarta prze-
strzenia metryczna. Zbieznos¢ w przestrzeni Co(M ), wyposazonej w norme supremum, jest zbiez-
noscig jednostajna. Twierdzimy, ze zbieznosé¢ staba w tej przestrzeni jest rownowazna zbieznosci
punktowej modulo ograniczonosé ciggu. To znaczy twierdzimy, ze
Ty — 19 W Co(M) <= Vyen 2n(t) — 0(t) oraz sup||z,| < oco.
neN

Przypomnijmy, ze na mocy Twierdzenia Riesza, patrz Wniosek 3.18, przestrzen dualna do Cy(M)
to przestrzen miar Mp(M). Zatem

T, — 29 w Co(M) +—= Ve Me (M) / Tpdp — Todpt.
M M
Zatem jesli z,, — x0, to oznaczajac przez d, miare probabilistyczng skupiong w punkcie t € M,
dostajemy z,(t) = fM Tpddy — fM xodd; = xo(t). Natomiat ograniczono$¢ ciagu w normie:
SUp,en ||Tn]] < oo wynika ze Stwierdzenia 3.36. Zalozmy teraz na odwrot, ze clag {z,}r>, C
Co(M) jest punktowo zbiezny oraz ograniczony w normie. Wtedy dla kazdej miary dodatnie;
miary borelowskiej  mamy [, x,du — [,; zodp na mocy Twierdzenia Lebesgue’a o zbieznosci
zmajoryzowanej. Relacja ta przedtuza sie na tadunki poprzez rozktad Hahna-Jordana i dalej na
miary zespolone poprzez rozktad na cze$¢ rzeczywista i cze$¢ urojona.

Mozemy tez w pewnym sensie odwrocié sytuacje i zada¢ topologie na X* za pomoca ele-
mentéw X. W szczegolnosci, tak jak w dowodzie Stwierdzenia 3.36, mozemy traktowaé elementy
przestrzeni X jako funkcjonaly na przestrzeni dualnej X*. Prowadzi to do nastepujacej definicji.

Definicja 3.40. Niech X przestrzen unormowana. Topologiq *-stabg na przestrzeni sprzezonej
X* nazywamy najstabsza topologia, przy ktorej wszystkie funkcjonalty X* 5 f — f(z) € F
dla x € X sa ciagle na X* (sa to dokladnie funkcjonaly z i(X) C X**). Powiemy, ze ciag
{fn}e, C X* jest *~stabo zbiezny do fo € X*, jezeli jest zbiezny do f, w *-stabej topologii.
Piszemy wtedy, f, LN fo.

Uwaga 3.41. Na mocy Stwierdzenia 3.31 baza stabej topologii sa zbiory postaci Uy, 4, -(f) :=
{g € X*:|g(x;) — f(x)] <e, 1 <i<n}egdzie f e X", z1,...,2, € X, ¢ > 0. Natomiast ciag
funkcjonatow {f,}52, C X* jest *-slabo zbiezny do fy € X*, wtedy i tylko wtedy, gdy jest
zbiezny do fy punktowo, tzn.

fo 55 fo = Vaex falz) — fol@).

Zatem oczywiste jest, ze granica *-stabo zbieznego ciggu jest wyznaczona jednoznacznie, oraz ze
zbiezno$¢ funkcjonalow w normie pociaga zbieznosé *-staba.
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Jesli przestrzen X jest refleksywna, to mozemy ja traktowac jako przestrzen sprzezona do
przestrzeni sprzezonej X*. Jasne jest, ze wtedy topologia *-staba na (X*)* = X** = X zadana
przez X* pokrywa sie z topologia staba na X zadang przez X*. Czyli dla przestrzeni reflek-
sywnych w zasadzie pojecia stabej topologii i *-stabej topologii sa tozsame. W szczegdlnoscei,
w przestrzeniach Hilberta oraz przestrzeniach LP dla p > 1 nie ma sensu rozwazaé¢ topologii
*_stabych, por. Przyklady 3.37, 3.38. Natomiast na przestrzeni miar juz tak:

Przyklad 3.42 (*-Slaba zbiezno$¢ w przestrzeni miar). Rozpatrzmy przestrzen miar borelow-
skich Mg(M) o wartosciach w ciele F, gdzie M jest lokalnie zwarta przestrzenia metryczng.
Przestrzen te mozemy traktowac jako przestrzen sprzezona do przestrzeni Co(M). Wtedy dla
ciagu miar {u,}5°, C Mp(M) mamy

an—>,u0 — V:z:EC'o(]\/I) / xd,un—>/ Idﬂo-
M

M
Zatozmy, ze M = R. Wtedy kazda miara znakowa (ladunek) p € Mpg(R) jest jednoznacznie
wyznaczona przez swoja dystrybuante F),(t) := p((—o0,t]), t € R. Zbieznos¢ *-staba jest do-
brze znang z Rachunku Prawdopodobienstwa zbieznoscia wedtug rozktadu. Mianowicie, mozna
pokaza¢ (@ dla chetnych, patrz np. [1, Twierdzenie 8.3.1]), ze

fn 5 g == Vier jesli Fy ciagla w t, to F(t) = F,(t).
Ogolnie topologia *-staba ma przewage nad topologig stabg ze wzgledu na nastepujace:

Twierdzenie 3.43 (Banach-Alaoglu). Kula domknieta {f € X* : ||f|| < 1} jest zwarta w
*_stabej topologii dla dowolnej przestrzeni unormowanej X .

Dowdd. Dla kazdego © € X potézmy D, := {z € F : |z| < ||z]|}. Jest to podzbiér zwarty F.
Zatem na mocy Twierdzenia Tichonowa (nieskoriczony) iloczyn kartezjanski

Di=]][Da={f: X=F: f@) €D} ={f: X > F:|f(2) < |}

rzeX

jest przestrzenig zwarta. Przestrzen ta zawiera kule B := {f € X* : ||f]| < 1}, gdyz dla f € B
iz € X mamy f(z) < ||z||. Aby wykazaé teze wystarczy zauwazyé, ze: (a) topologia na B
indukowana z topologii produktowej D pokrywa sie ze *-slaba topologia dziedziczona z X*; (b)
B jest domknietym podzbiorem D. Wtedy B jako domkniety podzbiér zbioru zwartego sam jest
zwarty.

(a) wynika stad, ze topologia produktowa na D jest najstabsza topologia, przy ktorej rzuty
e : D — Dy, gdzie m,.(f) = f(z), dla z € X sg ciggle.

(b) wynika z Uwagi 3.32 oraz stad, ze jezeli {f;}ic; C B jest siecia zbiezna do fo w D, to dla
kazdych x1,25 € X i A\, Ay € F mamy

fo(Azy 4+ Aaxe) = 11151 filhxy + Xaxo) = lzlef? Afi(mr) + Ao fi(m2) = A fo(1) + Ao fo(z2).

Czyli fy € B. O]

Whiosek 3.44. W przestrzeni refleksywnej X kula domknigta {x € X : ||z|| < 1} jest zbiorem
stabo zwartym.

Dowdd. Staba topologie na X = (X*)* mozemy traktowac jako *-staba topologie zadana przez
X*. Zatem teza wynika z Twierdzenia 3.43. [
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Powyzsze twierdzenie i wniosek maja szereg zastosowan. Wynika z nich na przyktlad, ze kazdy
cigg zawarty w domknietym zbiorze ograniczonym posiada w tym zbiorze *-stabg albo staba gra-
nice. Umozliwia to konstruowanie funkcjonatéow i elementow o zagdanych wtasnosciach. Ponadto,
Whiosek 3.44 da sie odwrécié, co daje elegancky charakteryzacje przestrzeni refleksywnych, patrz
[2, Twierdzenie 23.9|

Twierdzenie 3.45. Przestrzen Banacha X jest refleksywna wtedy 1 tylko wtedy, gdy kula do-
mknieta {x € X : ||z|| < 1} jest zbiorem stabo zwartym.

3.5 Twierdzenie Banacha o odwzorowaniu otwartym

Przypomnijmy, ze odwzorowanie f : X — Y miedzy przestrzeniami topologicznymi X i Y jest
ciagte, jezeli dla kazdego zbioru otwartego V w Y przeciwobraz f~'(V') jest zbiorem otwartym
w X. Definicja odwzorowania otwartego jest podobna, ale “idzie w przeciwnym kierunku”.

Definicja 3.46. Odwzorowanie f : X — Y miedzy przestrzeniami topologicznymi X i Y nazy-
wamy odwzorowaniem otwartym, jezeli obraz f(U) kazdego zbioru otwartego U w X jest zbiorem
otwartym w Y. Czyli

f: X =Y odwzorowanie otwarte JLIN Vucx otwarty J(U) jest otwarty w Y.
Uwaga 3.47. Dla dowolnych przestrzeni topologicznych X i Y mamy

(a) Odwracalne odwzorowanie f : X — Y jest otwarte wtedy i tylko wtedy, gdy odwzorowanie
odwrotne f~1:Y — X jest ciagle.

(b) Ciagta bijekcja f : X — Y jest homeomorfizmem wtedy i tylko wtedy, gdy jest odwzo-
rowaniem otwartym. W szczego6lnosci, istnieja odwracalne odwzorowania ciggle niebedace
otwartymi, np. f:[0,1) = S' ={z € C: |z| = 1}, gdzie f(t) = > t € R.

Przyklad 3.48. Funkcja kwadratowa f(z) = z?%, gdzie f : R — R, nie jest otwarta, bo
f(R) = [0, +00) nie jest zbiorem otwartym w R. Stanie sie ona odwzorowaniem otwartym jesli jej
przeciwdziedzine ograniczymy do obrazu, tzn. jesli traktujemy f jako funkcje f: R — [0, 400).

Dla odwzorowan liniowych na przestrzeniach unormowanych otwartos¢ implikuje surjektyw-
no$¢. Co wiecej, zeby stwierdzi¢ czy odwzorowanie liniowe jest otwarte wystarczy sprawdzié, czy
obraz kuli o srodku w zerze zawiera kule o srodku w zerze.

Stwierdzenie 3.49. Oznaczmy przez Kx = {zx € X : |lz|| < 1} i Ky :={y € Y : |ly|| < 1}
otwarte kule jednostkowe w przestrzeniach unormowanych X 1Y

Odwzorowanie liniowe T : X —'Y jest otwarte <= 3 rKy CT(Kx).
r>0

Ponadto, otwarte odwzorowanie lintowe T' : X — Y musi byé surjekcyq.

Dowdd. Zauwazmy, ze kule o $srodku w 2o € X (odpowiednio yo € Y) i promieniu r > 0 mozna
zapisa¢ jako xg + rKx (odpowiednio yo + rKy).

“—" Jesli T jest odwzorowaniem otwartym, to T(Kx) jest zbiorem otwartym. Zatem skoro
0 € T(Kx), to istnieje r > 0 takie, ze rKy C T'(Kx). Ponadto wtedy

Y = Gany - GnT(KX) :T([OJ nKx)=T(X).

n=1 n=1
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CeyliT(X) =Y.

“«=" Zalozmy, ze rKy C T(Kx) dla pewnego r > 0. Niech U bedzie dowolnym zbiorem
otwartym w X. Potrzebujemy pokazac, ze T'(U) jest zbiorem otwartym. Niech y € T'(U) i niech
x € U taki, ze Tz = y. Skoro U otwarty, to istnieje kula o sSrodku w x zawarta w U, czyli istnieje
0 > 0 taka, ze x + 0 Kx C U. Obraz tej kuli

zawiera kule y + or Ky i zawiera sie w T'(U). Czyli T'(U) wraz z kazdym punktem zawiera pewne
jego otoczonie. Zatem T'(U) jest zbiorem otwartym. O

Okazuje sie, ze implikacje z ostatniej czesci Stwierdzenia 3.49 da sie odwroci¢ przy zaltozeniu,
ze T': X — Y jest ograniczonym operatorem liniowym oraz X i Y sa przestrzeniami Banacha.
Jest to kolejny wazny fakt, obok Twierdzenia Banacha-Steinhausa (Twierdzenie 3.28), ktorego
dowdd opiera si¢ na Twierdzeniu Baire’a (Twierdzenie 3.24):

Twierdzenie 3.50 (Twierdzenie Banacha o odwzorowaniu otwartym). Niech T € B(X,Y)
bedzie ograniczonym operatorem lintowym, gdzie X 1Y przestrzenie Banacha. Witedy

T jest surjekcjg <= T jest odwzorowaniem otwartym.

Dowdd. Tmplikacja “<=" wynika ze Stwierdzenia 3.49. Zeby dowies¢ implikacje “=" przyjmu-
jemy oznaczenia ze Stwierdzenia 3.49 dotyczace kul. Zal6zmy, ze T jest surjekcja. Wtedy

Y =T(X) =T(| JnKx) = | T(nKx).

Zatem z Twierdzenie Baire’a (wykorzystujemy zupelnos¢ Y') ktorys ze zbiorow T'(nKx) nie moze
by¢ nigdziegesty (wnetrze jego domkniecia jest niepuste). Innymi stowy, istnieje n € N takie, ze

Int(T(nKx)) # 0.

Czyli istnieje yo € Y oraz € > 0 takie, ze yo + c¢Ky C T(nKx). Skoro T(X) = Y to istnieje
xo € X taki, ze T'vg = yo. Zatem

eKy CT(nKx) —yo=T(nKx)—T(x9) =T(nKx — x0)
C T((n+ [l Kx) = (n+ llzol )T (Kx),

gdzie w drugiej i trzeciej rownosci wykorzystaliSmy liniowos¢ T i cigglo$¢ operacji liniowych.

Dzielac powyzsza inkluzje stronami przez n + ||zo|| i kladac r := m otrzymujemy

rKy CT(Kx). (3.4)

Z dokltadnoscig do domkniecia jest to warunek ze Stwierdzenia 3.49. W celu “pozbycia sie do-
mkniecia” po prawej stronie inkluzji (3.4) pokazemy, ze

T(Kx) CT(2Kx). (3.5)
Niech y € T(Kx). Wtedy istnieje 1 € Ky taki, ze ||y — Tz < 5. Stad

T(Kx) =T (3Kx).



Stosujac to samo rozumowanie do y — Tx; € T (%KX) mozemy znalez¢ xo € %KX taki, ze
|(y — Twy) — Tas|| < § i stad

Yy — T(SL’l +ZIJ2) = (y - T.Il) — Tl’g c %KY g T (%KX)
Kontynuujac w ten sposob otrzymujemy ciag {z,}°°, C X taki, ze dla kazdego n € N

r

Kx oraz y—T(w1+...+xn)€2n

Ty € ](y.

2n71
7 tej drugiej relacji wynika, ze T'(z1+ ... +2,,) — y w Y. Natomiast pierwsza relacja (oraz zupel-
nos¢ X) gwarantuje, ze szereg » | &, jest zbiezny w X. Rzeczywiscie, ciag sum czesciowych
Sp =21+ 22+ ... + , jest ciggiem Cauchy w X, bo dla m > n mamy

> <1 1 1 1 oo
||Sm _SnH = Hxn-&-l + . WLme < Z ||$k:|| < Z W = 2_n ’ 1_1 = on—1 — 0.
k=n+1 k=n+1 2

Zatem z zupelnosci X wynika, ze granica lim,,_,, S, € X istnieje. Z definicji taks granice nazywa
si¢ suma szeregu 1 oznacza » -, x,. Zauwazmy, ze

an < Z |zn]l < Z 2:_1 = 2.
n=1 n=1 n

Czyli 37 | @, € 2Kx. Wykorzystujac ciaglosé (ograniczonosc) operatora T otrzymujemy

T(E xn> :T<lim $1+...—|—xn> = lim T(x; + ... + x,) = v,
n—oo n—oo
n=1

Czyli y € T(2Kx). To konczy dowod inkluzji (3.5).
W $wietle inkluzji (3.4) i (3.5) dostajemy, ze rKy C T(2Kx) lub rownowaznie r/2Ky C
T(Kx). Zatem T jest odwzorowaniem otwartym na mocy Stwierdzenia 3.49. O

Whiosek 3.51. Jesli T jest roznowartoSciowym operatorem ograniczonym z przestrzeni Banacha
X na przestrzen Banacha 'Y, to odwzorowanie T~ 1Y — X jest operatorem ograniczonym. Tzn.

( T € B(X,Y) oraz T bijekcja ) T ' e B(Y, X).

X, Y przestrzenie Banacha

Dowdd. Odwozorowanie T : Y — X jest liniowe jako odwzorowanie odwrotne do odwzorowa-
nia liniowego T': X — Y jest liniowe. Skoro T jest surjekcja, to na mocy Twierdzenia 3.50 jest
odwozorowaniem otwartym. Czyli dla kazdego otwartego zbioru U w X zbior (T—1)~1U) = T(U)
jest otwarty w Y. Zatem operator T~! jest ciagly, czyli ograniczony. O

Whiosek 3.52. Kazde dwie porownywalne normy zupetne na przestrzeni liniowej X sq rowno-
wazne. Tzn.

(X, |- 1), (X, -||2) przestrzenie Banacha . ) .
. . |11 ||l s¢ réwnowazne.
norma || - ||1 jest stabsza, niz || - |2
Dowdd. Przypomnijmy, ze norma || - ||; jest stabsza, niz || - ||2 jezeli

Jers0 Vaex ||z]l1 < a2z
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Jest to to samo co powiedzie¢, ze operator identycznosciowy id : (X, || - ||2) — (X, ]| - ||1) jest
ograniczony. Oczywiscie id jest bijekcja, zatem na mocy Wniosku 3.51 operator odwrotny id :
(X, ]| |lh) = (X, || - ||2) jest ograniczony. Czyli

Jep>0 Vaex ||zll2 < colz]s,
co oznacza, ze norma || - [|o jest stabsza, niz || - ||;. Zatem normy te sg rownowazne. O
Zalozenie o zupelnosci X i Y w powyzszych Twierdzeniach jest istotne!

Przyklad 3.53. Na przestrzeni X = L]0, 1], korzystajac z nieréwnosci Schwartza, mamy

nwlzjflwﬂwmrz(AIMQ;(AWx@Pﬁ)éznﬂu

Czyli norma || - ||y jest slabsza, niz norma || - ||2. Normy || - || i || - ]2 sa poréwnywalne na
X, ale nie sa rownowazne, bo X w normie || - |2 jest przestrzenia zupelna, a w normie || -
|1 nie jest (domkniecie L?[0,1] € L'[0,1] w normie || - ||; daje cala przestrzen L'[0,1]). W

szczegblnosei, operator identycznosciowy id : (X, [|-|l2) — (X, ||][1) jest odwracalnym operatorem
ograniczonym, ale nie jest otwarty i operator do niego odwrotny nie jest ograniczony.

Jako kolejny wazny wniosek z Twierdzenia Banacha o odwzorowaniu otwartym otrzymujemy
Twierdzenie Banacha o wykresie domknietym.

Definicja 3.54. Wykresem funkcji f: X — Y nazywamy zbior
L(f) ={(z, f(z)) :x e X} C X xY.
Lemat 3.55. Wykres funkcyi ciggte) miedzy przestrzeniami metrycznymi jest domkniety:

( f: X =Y funkcja ciggta

X, Y przestrzenie metryczne ) = T(f) domknicty w X Y.

Dowdd. Jesli (zo,yo) jest punktem skupienia wykresu I'(f), to istnieje ciag (z,,y,) € I'(f) taki,
7€ (Tn, Yn) = (20, yo). Ale z definicji wykresu y, = f(z,). Natomiast z ciagltosci funkeji

Flwo) = lim f(z,) = lim s, = g0,

n—oo

Czyli (zo,0) € I'(f).

Na ogot implikacja odwrotna do tej w Lemacie 3.55 nie zachodzi:

%7 :L‘7é07
0, z=0.

Niech X =Y =R oraz f(x) = {
Funkcja f nie jest ciggla, a jej

wykres T'(f) jest domknigty w R2,

Banach wykazal, ze dla operatoréw liniowych miedzy przestrzeniami Banacha, implikacje z
Lematu 3.55 mozna odwrocic.
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Twierdzenie 3.56 (Twierdzenie Banacha o wykresie domknietym). Operator liniowy T : X —
Y miedzy dwiema przestrzeniami Banacha X 1Y jest ograniczony (ciggly) wtedy i tylko wtedy,
gdy ma domkniety wykres.

Dowod. Na mocy Lematu 3.55 trzeba jedynie pokazac¢, ze operator liniowy z domknietym wy-
kresem jest ograniczony. Zaloézmy wiec, ze wykres I'(T)) jest domkniety w X X Y. Zauwazmy,
ze

1) X x Y jest przestrzenia Banacha z norma ||(z,y)|lxxy := ||z]|x + [|ylly (& sprawdzi¢);
2) T(T) jest domknieta podprzestrzenia liniowa w X x Y (@& sprawdzic).
Zatem I'(T') jest przestrzenia Banacha z norma || - || xxy. Rzuty
P :T(T)— X, gdzie P(z,Tz)=mr,
P :T(T) =Y, gdzie Py(z,Tx)="Txz,
sa liniowe i ograniczone, bo
[Pz, Ta)llx = llzllx < llzllx + [ Telly = l[(z, To)lxxy =[] <1,
1B, o)y = T2 lly < llellx + [ Tally = @ Tl = [P <1

Zauwazmy, ze operator P jest odwracalny. Zatem na mocy Twierdzenia Banacha o odwzorowaniu
otwartym (patrz Wniosek 3.51) operator odwrotny

Pt X = T(T), gdzie P'2)=(x,Tx)
jest operatorem ograniczonym. Stad operator
T=PFPo Pfl
jest ograniczony jako ztozenie operatoré6w ograniczonych. O]

Uwaga 3.57. Ograniczonos¢ (ciagtosé) operatora liniowego 7' : X — Y oznacza, ze z, — x
implikuje T'x,, — Tx. Natomiast domknietos¢ wykresu oznacza, ze x, — x oraz Tz, — vy
implikuje T'x = y. Znaczenie twierdzenia o wykresie domknietym polega na tym, ze sprawdzajac,
czy x, — x implikuje T'x,, — T'x mozemy zatozy¢, ze T'x,, zbiega do czego$ i trzeba tylko pokazac,
ze granica jest odpowiednia.
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Rozdzial 4

Teoria spektralna

W tym rozdziale oméwimy pojecie widma (spektrum) operatora ograniczonego. W przypadku
przestrzeni nad cialem liczb rzeczywistych teoria spektralna nie ma dobrych wtasnosci (np.
widmo operatora moze by¢ puste). Ponadto wspotczesnie teorie spektralng rozwija sie glow-
nie w jezyku algebr Banacha, gdzie na operatory ograniczone na konkretnej przestrzeni Banacha
patrzy sie jak na elementy algebry, ktora te operatory tworza (zapominajac o przestrzeni na
ktorej dziataja). Dlatego w tym rozdziale bedziemy gltéwnie rozpatrywaé przestrzenie zespolone
i zespolone algebry Banacha.

4.1 Algebry Banacha i elementy odwracalne

Niech X bedzie przestrzenia Banacha nad cialem F = R, C. Jak wiemy (patrz Twierdzenie 1.73),
przestrzen ograniczonych operatorow liniowych B(X) wraz 7z dziataniami okreslonymi punktowo
i norma operatorowa jest przestrzenia Banacha. Zauwazmy, ze B(X) jest nie tylko przestrzenia
liniowa, ale tez algebra z mnozeniem zdefiniowanym jako zlozenie operatoréw. Rzeczywidcie, zto-
zenie operatoréw ograniczonych jest operatorem ograniczonym i norma ztozenia jest nie wieksza,
niz iloczyn sktadnikow:

T,Se€ B(X) = ToSe€B(X) oraz |[ToS| <|T| -S|

bo |70 81| = supy,y—y [ T(S2)]| < supypy— [ 711 (S2)]| = [T S]]. Co wiecej operator identycz-
nosciowy 1 € B(X) jest jedynka w tej algebrze: 10T =T o1 =T, oraz ||1]| = 1. Wlasnosci te
sa podstawowymi elementami definicji algebr Banacha:

Definicja 4.1. Algebrg nad cialem F = R, C nazywamy przestrzen liniowa A nad F wyposazona
dodatkowo w operaje mnozenia - : Ax A — A, ktora jest laczna, rodzielna wzgledem dodawania
i laczna ze wzgledu mnozenie skalarne, tzn.:

(a-b)-c=a-(b-c), (a+b)-c=a-c+b-c, a-(b+c)=a-b+a-c, (Aa)-b=a-(\b)= A(a-b),

dla dowolnych a,b,c € A, A € F. Innymi slowy, algebra to jednoczesnie przestrzen liniowa oraz
pierscien taczny, gdzie struktury te sg ze soba zgodne:

pierécienn + lacznosé

algebra = ( przestrzen liniowa + )

Uwaga 4.2. Zwyczajowo znak mnozenia w algebrze bedziemy opuszczac.
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Definicja 4.3. Algebrg Banacha nad cialem F = R, C nazywamy przestrzen Banacha A, ktora
jest jednoczes$nie algebra nad F oraz norma jest submultiplikatywna, tzn.

la-oll < llall - ol a,b€ A.

Jesli dodatkowo mnozenie w algebrze A posiada element neutralny, to element ten nazywamy
jedynka algebry i oznaczamy przez 1. Zwyczajowo zakladamy wtedy tez, ze ||1|| = 1.

Uwaga 4.4. Submultiplikatywno$¢ normy implikuje, ze mnozenie - : A x A — A w algebrze
Banacha jest ciagte.

Przyklad 4.5 (Algebry operatorow ograniczonych). Przestrzen liniowych operatoréow ograni-
czonych B(X), na dowolnej przestrzeni Banacha X jest algebra Banacha z mnozeniem zdefi-
niowanym jako zlozenie operatoréow. Algebra B(X) jest nieprzemienna, o ile tylko dim(X) > 1.
W szcezegolnosei, algebra Banacha jest kazda domknieta podalgebra A C B(X). Jak wykazemy
ponizej (Stwierdzenie 4.12) kazda algebra Banacha, z doktadnoscia do izomorfzimu, jest tej po-
staci.

Przyklad 4.6 (Algebry funkcji ciaglych). Przestrzen funkcji cigglych i znikajacych w nieskori-
czono$ci Cyo(M) na przestrzeni topologicznej M, jest algebrg Banacha z mnozeniem zdefiniowa-
nym punktowo
(a-b)(t) := a(t)b(t), a,b e Cy(M).

Zauwazmy, ze tak zdefiniowane mnozenie jest przemienne, tzn. a-b = b - a dla dowolnych a,b €
Co(M). Innymi stowy, algebra Co(M) jest przemienna. Zauwazmy, ze algebra Co(M) ma jedynke
wtedy i tylko wtedy, gdy przestrzen M jest zwarta i wtedy jedynka jest funkcja tozsamosciowa
rowna jeden (@ pokazac).

Przyklad 4.7 (Algebra splotowa L'(R)). Przestrzen L'(R) funkcji calkowalnych wzgledem
miary Lebesgue’a na prostej R jest algebra Banacha wraz z mnozeniem splotowym:

(f = 9)(t /ft—s S)ds, teR, f,g€ [(R).
Na przyklad, dla f,g € L'(R) mamy

rV*gm=:[jL[Zf@—sm@wu

dt < / > / F(t = )g(s)| ds dt { zmiana kolejnosci }

catkowania

= [ ot [t olaas= [ lats)islas

= llgllxllf 1l

Zatem iloczyn jest poprawnie okreslony i norma w L'(R) jest dla mnozenia splotowego submul-
tiplikatywna. Algebra L'(R) z mnozeniem splotowym jest przemienna i nie posiada jedynki.

Uwaga 4.8. Przypomnijmy z rachunku prawdopodobienstwa, ze jezeli f i g sa gestosciamy
rozktadow niezaleznych zmiennych losowych X i Y, to splot f x g jest gestoscia rozkladu sumy
X +Y tych zmiennych.

Przyktad 4.9 (Algebry grupowe). Niech G bedzie grupa dyskretna (bez topologii). Przestrzen
01(G) funkeji sumowalnych na G jest algebra Banacha wraz z mnozeniem splotowym:

(axb)(g) := Za(gh_l)b(h), g€ G, abel*qG).

heG
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Analogicznie jak w Przyktadzie 4.7 mozna pokazac, ze splot jest poprawnie okreslony i norma w
(Y(@) jest ze wzgledu nan submultiplikatywna (@ pokazac). Algebra ta ma jedynke 1: G — T,
ktora przyjmuje warto$¢ 1 w elemencie neutralnym e € GG grupy G, a w pozostatych punktach
sie zeruje. Algebra (!(G) jest przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy grupa G jest przemienna.

Przyktad 4.10 (Algebra z mnozeniem zerowym). Na dowolnej przestrzeni Banacha X mozna
zdefiniowaé¢ mnozenie wzorem x -y := 0 dla wszystkich z,y € X. Wtedy X jest algebra Banacha.
Jest to algebra przemienna i jest to skrajny przypadek algebry bez jedynki.

Do kazdej algebry Banacha mozna w kanoniczny sposob dodac jedynke - proces taki nazywa
sie czasem “ujedynkowieniem”. Pozwala to sprowadzi¢ wiekszos¢ rozwazan do algebr z jedynka.
Homomorfizm algebr to odwzorowanie liniowe i multiplikatywne, tzn. zachowujace mnozenie
elementow.

Lemat 4.11 (Ujedynkowienie algebry Banacha). Niech A bedzie algebrq Banacha (z jedynkq lub
bez) nad ciatem F. Wtedy suma prosta A := A®F wraz z mnozeniem i normg

(@, A) - (b, ) == (ab+ Ab+ pa, Ap), — |l(a, M) == llal] + |A],

a,b € A, \,u € F, jest algebrq Banacha z jedynkq dang przez element (0,1) oraz takg, ze
przyporzgdkowanie A S a — (a,0) € A jest izometrycznym homomorfizmem algebr.

Dowdd. Dowod sktada sie z prostych rachunkow @ . O]

Kazda algebre Banacha A mozna traktowa¢ jako algebre operatoréw na pewnej przestrzeni
Banacha. Dlatego tez elementy algebry Banacha czasem nazywa si¢ operatorami.

Stwierdzenie 4.12. Dla dowolnej algebry Banacha A istnieje izometryczny homomorfizm m :
A — B(X), gdzie X jest pewnq przestrzeniq Banacha. Czyli A zanurza sie jako domknieta
podalgebra w algebre operatoréw ograniczonych B(X) na przestrzeni Banacha X .

Dowdd. Przechodzac ewentualnie do ujedynkowienia A, patrz Lemat 4.11, mozemy zalozy¢, ze
A jest algebra z jedynka 1 € A. Rozwazmy X := A jako przestrzen Banacha. Korzystajac z
mnozenia w A mozemy zdefiniowa¢ m wzorem

m(a)r :=a-x, acA reX=A

7 rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania i tacznosci wynika od razu, ze m(a) jest operato-
rem liniowym na X. Ponadto korzystajgc z submultiplikatywnosci normy w A mamy

I (a)ll = sup I (a)z| = sup la- x| < sup lallllz]l = all-
Coli 7(@)]| < Jlall. 7 drugiej strony skoro [[1]| = 1, to [Im(@)]| > =(@1] = Ja- 1] = [a.
Zatem ||7(a)|| = ||a||. Stad 7 : A — B(X) jest poprawnie zdefiniowana izometria. Z rozdzielnosci

mnozenia wzgledem dodawania i tacznos$ci wynika wprost, ze 7 jest homomorfizmem algebr. [
Od tej pory bedziemy zaktadaé, ze
rozwazane przez nas algebry Banacha majq jedynke,

gdyz beda nas interesowac¢ elementy odwracalne.
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Definicja 4.13. Niech A bedzie algebra Banacha z jedynka 1 € A. Zbidr elementow odwracalnych
w A oznaczamy przez

Inv(A) :={a € A: Fpea ab=ba =1}

Jezeli a € Inv(A) i b € A spelaniaja ab = ba = 1 to piszemy b = a~! i nazywamy go elementem
odwrotnym do a (element odwrotny jest jednoznacznie wyznaczony przez a).

Uwaga 4.14. Inv(A) tworzy grupe, ktorej elementem neutralnym jest 1 € A. W szczegdlnosei

1 ¢ Inv(A ~1y-1 _
0.b € Tnv(A) — a~! €Inv(A) oraz (a™') a,
ab € Inv(A) oraz (ab)™t =b"la™t.

Przyklad 4.15. Jesli A = B(X), gdzie X to przestrzen Banacha, to
Inv(B(X)) = {T € B(X): T : X — X bijekcjal.

Rzeczywiscie, kazdy element T odwracalny w B(X) jest funkcjg odwracalng, bo ztozenia TT ! =
T~'T = 1 daja operator identyczno$ciowy. Na odwrot jezeli operator ograniczony T' € B(X) jest
odwzorowaniem odwracalnym, to odwzorowanie odwrotne 7~! jest operatorem ograniczonym na
mocy Twierdzenia Banacha o odwzorowaniu otwartym, patrz Wniosek 3.51.

Przyktad 4.16. Jesli A = C(M), gdzie M przestrzen zwarta. Wtedy
Inv(C(M)) ={a € C(M) : a(t) # 0 dla kazdego t € M}.

Rzeczywiscie, jedynka w C(M) jest funkcja stale rowna jeden, 1(t) = 1 dla t € M. Zatem jesli
element a € C(M) jest odwracalny to a(t)a=*(t) = 1 dla kazdego t € M, skad a(t) # 0 dla
t € M. Na odwrot, jesli a(t) # 0 dla t € M, to kladac a'(t) := a(t)~! dla t € M otrzymujemy
funkeje ciagta a™' € C(M) oraz aa™! = 1, wiec a € Inv(C'(M)).

Dobrze znany ze szkoly wzér na sume szeregu geometrycznego mowi, ze dla kazdej liczby
t € T takiej, ze |t| < 1 zachodzi

> 1

A —— [N b
D = =011
k=0

Uogolnienie tego wzoru na elementy algebr Banacha jest podstawowym faktem, za pomoca kto-
rego mozna wywnioskowaé¢ najwazniejsze wltasnosci zbioru elementéw odwracalnych i operacji
odwracania. W literaturze fakt ten nazywa sie Lematem Neumanna.t
Potegi elementu a algebry A definiujemy w oczywisty sposob wykorzystujac mnozenie z A,
tzn. a” :=ga-...-a dlan > 1 oraz a° := 1.
——

n razy

Lemat 4.17 (Lemat Neumanna). Niech A bedzie algebrq Banacha z jedynkg 1 € A.

o0

<1 = l1l-aclv(4 l—a)' =) d"
VA l|all a € Inv(A) oraz (1 —a) ;a

ac

1Chodyzi tu o Carla Neumanna (1832-1925), a nie Johna von Neumanna (1903 ~1957)
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Dowdd. Niech ||a|| < 11i polézmy S, =>";_,a*. Dla m > n mamy

+1

a n n—o00
[Sm = Sall = || Z a*| < Z la®|| < Z lall* = ~Tal —=0.

k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Czyli cigg sum czesciowych {S,,}°2; jest ciaggiem Cauchy w A, a zatem jest on zbiezny. Innymi
stowy, szereg > 7 a® = lim, 00 Y p_,a* € A jest zbiezny. Zauwazmy dalej, ze skoro [|a"| <
|la]|™ — 0, to a™ — 0 i stad

(1—a)§ ak:lim(l—a)g a® = lim E a® E "t = lim 1 —a"* = 1.
n—00 n—00 n—00
k=0 k=0 k=0

Analogicznie otrzymujemy Y ;- af(1 —a) = 1. Stad (1 —a)™' = 1, a". O
Whiosek 4.18. Elementy oddalone od 1 € A o mniej niz jeden sq¢ odwracalne:

{a€e A:|1—al <1} CInv(A).

kula jednostkowa o
Srodku w1l € A

Dowdd. Jedli |1 —al <1,toa=1— (1 —a) € Inv(A) na mocy Lematu Neumanna. O

Twierdzenie 4.19. Dla kazdej algebry Banacha A z jedynkg 1 € A zbior elementéw odwracal-
nych Inv(A) jest otwarty w A. Z Lematy Ponadto, odwzorowanie Inv(A) > a — a~! € Inv(A)
jest rozniczkowalne (a wiec jest dyfeomorfizmem, bo jest samo do siebie odwrotne).

Dowdd. Aby wykazaé, ze Inv(A) jest zbiorem otwartym trzeba pokazaé, ze dla kazdego a €
Inv(A) istnieje € > 0 taki, ze

K(a,e) ={be A:|la—0b| <e} ClInv(A). (4.1)

Z Lematu Neumanna wiemy, ze K(1,1) C Inv(A) i skoro iloczyn elementéw odwracalnych jest
odwracalny to a - K(1,1) C Inv(A). Ponadto twierdzimy, ze

Ko, | ) € a- K(1,1)
co dowodzi (4.1) z € := ||a™!||~!. Rzeczywiscie, jesli b € K (a, [Ja™t||71), to
b=a—(a—b)=a(l —a'(a—10))

oraz
la™ (@ =)l < lla™ || - la = b < [la” || - la~ " =

Czylib=a(l —a'(a—"0)) € aK(1,1) C Inv(A). Doktadniej, z Lematu 4.17 wynika, ze

[1—a'(a—10)] Z “Ya—-0b)]F oraz b7 :Z[a_l(a—b)]ka_l.
k=0 k=0

Zatem Inv(A) jest zbiorem otwartym.
Rozwazmy teraz odwzorowanie F' : Inv(A) — Inv(A), gdzie F(a) := a~'. Zauwazmy, ze jest to
odwzorwanie odwracalne i F~' = F, bo F?(a) = (a™')™') = a (innymi stowy F jest inwolucja).
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Aby wykaza¢, ze F jest rozniczkowalne w punkcie a € Inv(A) trzeba znalezé¢ operator liniowy
F'(a) : A — A taki, ze

J— JE— , J—
P = FO) ~ F@a=b] _,
b—a Ha — b”
Potozmy, F'(a)c := —a"'ca™, dla ¢ € A (podpopowiedzia, moze tu by¢ przypadek jednowymia-
rowy, gdy f(t) = ¢t7! wtedy f/(t) = —t~2, czyli f'(t)h = —t~2h). Wtedy F’(a) : A — A liniowy i
ograniczony, ||[F'(a)]| < |la™!||%. Dla b € K(a, |ja™!||71), jak wyzej, mamy

1F(a) = F(b) = F'(a)(a=b)|| = [la™" =) e (a—=b)]'a™ +a " (a = b)a"|
k=0
=1 [ a=b)Fa| < llla (@ —b)]'a
k=2 k=2
s i o W
<3 o = b L .
; 1—Jla="[lla — o]
Stad
F(a) — F(b) — F'(a)(a — “1)13||a —
i 1@ = FO) = F@G =0l o'l _
b—a lla — b b=a 1 — [[a=1|]la — b

4.2 Widmo i promien spektralny

W calym podrozdziale zaktadamy, ze A jest algebra Banacha z jedynka 1.

Definicja 4.20. Widmem (spektrum) elementu a € A algebry Banacha z jedynka 1 € A nad
cialem F nazywamy nastepujacy zbidr liczb

ola):={Ae€F:a— Al ¢Inv(A)}.

Przyktad 4.21 (Widmo operatora dziatajacego na przestrzeni Banacha). Jesli A = B(X), gdzie
X to przestrzen Banacha, to Inv(B(X)) = {7 € B(X) : T': X — X bijekcja}, patrz Przyktad
4.15. Zatem widmo operatora T € B(X) wyraza si¢ formula

o(T):={AeF:T—-A:X — X odwzorowanie nieodwracalne}.
Czyli A € o(T') wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi ktory$ z warunkow:
a) T — A1 nie jest injekcja. To zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy ker(7'— A1) # {0}, tzn. gdy
istnieje x € X rézny od zera taki, ze Tx = Az, czyli A jest wartoscig wtasng dla T'.
b) T — Al nie jest surjekcja.

W przypadku, gdy przestrzen X jest nieskoniczenie wymiarowa tatwo znalez¢ operatory, ktore sa
roznowartosciowe, ale nie surjektywne (np. operator przesuniecia, Przyktad 2.79). Jesli jednak
dim(X) < oo, to z racji na rownos¢ dim(X) = dim(7'(X)) + dim(ker T"), ktora zachodzi dla
dowolnego T € B(X), powyzsze warunki a) i b) sa rownowazne. Zatem

dim(X) < oo = o(T) ={N € F:ker(T — A1) # {0}} — zbiér wartosci whasnych.

Przypomnijmy tez, ze jesli dim(X) = n < oo, to ustalajac baze w X otrzymujemy izomorfizm
algebr B(X) = M,(F) i wtedy odwracalnos¢ T € M, (F) jest rownowazna niezerowaniu sie
wyznacznika det(7") macierzy 7. Zatem

B(X) 2 M,(F) = o(T)={\ € F:det(T — A1) = 0}.
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Przyktad 4.22 (Widmo elementu algebry funkcji). Niech A = C(M), gdzie M przestrzen
zwarta. Wtedy Inv(C(M)) = {a € C(M) : a(t) # 0 dla kazdego t € M}, patrz Przyklad 4.16.
Zatem widmo a € C(M) jest obrazem tej funkcji

ola)={AeF:Tem (a—A1)(t) =0)} ={N€F: Jiers alt) = A} = a(M).

Powyzszy przyktad pozwala interpretowa¢ widmo elementu
algebry Banacha jako uogolnienie obrazu funkcji. Jest to
zgodne z interpretacjg fizyczng widma. Mianowicie, w mecha-
nice klasycznej wielkosci fizyczne sg opisywane przez funkcje.
Natomiast w mechanice kwantowej wielkosci fizyczne opisy-
wane sg przez operatory, a ich widmo odpowiada temu co
badaczka (badacz) widzi na spektroskopie badajac dana wiel-
kos¢.

Myslenie o widmie operatora jako o obrazie “funkcji liczbowej” (ktora ten operator zastepuje)
ma réwniez swoje umocowanie matematyczne. Mianowicie, jak zobaczymy ponizej operatory
mozna w naturalny sposob sktadaé¢ z funkejami liczbowymi (analitycznymi w przypadku ogélnym
i ciaglymi w przypadku operator6w normalnych) okreslonymi na widmie, co prowadzi do tak
zwanego rachunku funkcyjnego dla operatorow.

Obraz funkcji ciaglej na przestrzeni zwartej jest zbiorem zwartym, i tak tez jest w przypadku
widma. Ponadto widmo jest zawsze zbiorem niepustym jesli rozpatrujemy przestrzenie nad cialem
liczb zespolonych C.

Twierdzenie 4.23. Widmo o(a) dowolnego elementu a € A algebry Banacha A jest zbiorem
zwartym (domknietym i ograniczonym), zawartym w {\ € F : |\ < |la||}:

o(a) S{A € F: Al < [lall},
oraz niepustym jesli F = C.
Dowdd. Zauwazmy, ze dla funkeji F, : F — A danej wzorem F,()\) := a — A1, A € F, zachodzi
F\o(a)={A€F:a— A €Ilnv(A)} = F, ' (Inv(A)).

Jasne jest, ze funkcja F, jest ciagta. Natomiast zbior Inv(A) jest otwarty w A na mocy Twier-
dzenia 4.19. Zatem przeciwobraz F, ! (Inv(A)) jest zbiorem otwartym w IF, skad jego dopelnienie,
czyli widmo o(a) jest zbiorem domknietym.

Zalozmy teraz, ze || > ||a]| > 0. Wtedy A # 0 oraz ||\ "'a| < 1. Stad

a—M = —)\(1-X"a)€Inv(A)
N~ ——

#0 €lnv(A)

na mocy Lematu Neumanna (Lemat 4.17). Czyli A ¢ o(a). Wykazana implikacja jest rownowazna
inkluzji o(a) € {A € F : |A] < |la]|}. W szczegdlnosci, widmo jest zbiorem domknigtym i
ograniczonym, a wiec zwartym.

Niech teraz F = C i zalozmy nie wprost, ze o(a) = . Wtedy wzor R,(\) = (a — A1)~
definiuje funkcje (nazywana rezolwentq elementu a) na calej plaszezyznie zespolonej:

R,:C — A.

Ponadto funkcja ta ma nastepujace wlasnosci:
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1) R, jest rozniczkowalna w kazdym punkcie. Rzeczywiscie R, jest ztozeniem dwoch funkeji
rozniczkowalnych C 3 A\ — F,(A) = a — A\l € A oraz Inv(A) 2 b — b~! € Inv(A).
Roézniczkowalnosé Fy, jest jasna. Natomiast rézniczkowalno$é operacji odwracania zostata
wykazana w Twierdzeniu 4.19.

2) R, zbiega do zera w nieskonczonosci. Rzeczywiscie, dla || > ||al|, mamy

_ Lema Neumanna
RN = [l(a = A1)~ = L= Ala)™H |HZA a)"

,71|H<

> 1 1 1
A~ a||” = — = — 0, gdy |A] — oc.
; AT = A lall A= [l

Twierdzenie Liouville’a glosi, ze kazda funkcja catkowita, to jest funkcja zmiennej zespolonej,
ktora jest analityczna na calej ptaszczyznie zespolonej, ktora jest ograniczona, jest stata. Warunki
1) i 2) implikuja, ze funkcja R, jest catkowita i ograniczona, a co wiecej w nieskonczonosci zbiega
do zera. Zatem na mocy Twierdzenia Liouville’a R, jest funkcja stala tozsamosciowo rowng zero:

R,=0.

Prowadzi to do sprzecznosci z faktem, ze R,(0) = a™', bo operator odwracalny nie moze by¢
zerem. 7

Powyzsze zastosowanie Twierdzenia Liouville’a wymaga pewnego uzasadnienia, gdyz jego kla-
syczne sformutowanie dotyczy funkcji o warto$ciach zespolonych. Natomiast rezolwenta R, jest
funkcja zmiennej zespolonej o wartosciach operatorowych (w algebrze Banacha A). Zauwazmy
jednak, ze dla dowolnego funkcjonatu f € A*, z przestrzeni dualnej do przestrzeni Banacha A,
na mocy warunkow 1), 2) funkcja

CoA+— f(R,(N) eC

jest rozniczkowalna w sensie zespolonym (a wiec analityczna) i znika w nieskoriczonosci. Zatem
na mocy klasycznego Twierdzenia Liouville’a f(R,(A)) = 0 dla kazdego A € Ci f € A*. Jako
ze funkcjonaly z A* rozdzielaja elementy A, patrz Wniosek 3.6, otrzymujemy, ze R,(\) = 0 dla
kazdego \ € C. m

Uwaga 4.24. W dowodzie niepustosci widma zastosowalismy Twierdzenia Liouville’a, ktore nie
zachodzi w przypadku rzeczywistym. W przypadku operator6w na przestrzeni skonczenie wy-
miarowych niepusto$¢ widma mozna wykazaé korzystajac z Zasadniczego Twierdzenia Algebry,
ktore réwniez nie zachodzi w przypadku rzeczywistym.

Przyktad 4.25. Niech A = M, (F), por. Przyklad 4.21. Wielomian charakterstyczny macierzy
a € A jest dany wzorem p,(A) = det(a — Al). Zatem jest to wielomian co najwyzej stopnia n o
wyrazach z ciala F: p,(\) = a, A"+ ...+ s A+ o, a; € F 7 = 1,...,n. Natomiast widmo elementu
a sktada sie z pierwiastkoéw tego wielomianu:

ola) ={AeF:a,\"+ ...+ A+ ap = 0}.

W przypadku zespolonym powyzsze rownanie charakterystyczne ma zawsze rozwiazanie (Zasad-
nicze Twierdzenie Algebry). W przypadku rzeczywistym zdarzy¢ sie, ze widmo o(a) bedzie zbio-

rem pustym. Na przyktad dla a := ( _01 (1) ) mamy p,(A) = det(a—Al) = det ( :i\ _1/\ ) -

A2 +1, skad
0, jesli F = R,

ola) = {Ac )\2+1_O}_{{z i}, jesliF=C.
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Powyzsze rozwazania uzasadniaja dlaczego teorie spektralng rozwija sie w przypadku zespo-
lonym. Ogo6lnie teoria ta czerpie garsciami z teorii funkcji zespolonych i dlatego

od tej pory bedziemy zaktadaé, ze F = C!

To znaczy bedziemy zaktadaé, ze wszystkie przestrzenie i algebry Banacha sg rozpatrywane nad
ciatem liczb zespolonych.
Rozwazmy wielomian p € C[z], to znaczy niech p(z) = a,, 2" + ... + a1z + «y, gdzie o; € C,
i =1,...,n. Dla dowolnego elementu a € A zespolonej algebry Banacha A z jedynka, definiujemy
element p(a) € A wzorem
pla) = aua”™ + ... + aja + apl.
Ponizsze stwierdzenie jest jedna z najprostszych wersji twierdzenia o odwozorowaniu spektral-

nym, ktore mowi, ze widmo funkeji od operatora jest obrazem widma przy tej funkeji. Czyli
moéwiage krotko i obrazowo: “gdzie idzie operator, tam idzie jego widmo”.

Stwierdzenie 4.26 (Twierdzenie o odwzorowanie spektralnym). Dla dowolnego wielomianu p €
Clz] i elementu a € A zespolonej algebry Banacha z jedynkg 1 € A, mamy

o(p(a)) = p(o(a)).

Dowdd. Niech A € C. Zapiszmy wielomian p(z) — A\ w postaci iloczynowej (na mocy Zasadniczego
Twierdzenia Algebry kazdy wielomian o wspolezynikach zespolonych ma postaé¢ iloczynowa). To
znaczy, niech A\, A1, ..., A\, € C, n > 0, takie, ze

p(z) = A=X(z—= A1) oo s (2 — M)

Liczby Ay, ..., A, sa rozwiazaniami rownania p(z) = A. Nietrudno spostrzec, ze powyzsze rownanie
ma swoj analogon operatorowy

pla) — AL = Xo(a— A1) - ... - (@ — Ap1).

Jesli A\g = 0, to p = A istad o(p(a)) = o(Al) = {A\} = p(o(a)). Zalézmy, zatem ze Ay # O.
Wtedy odwracalnosé p(a) — Al jest rownowazna odwracalnosci iloczynu (a — A1) - ...« (a — A\, 1),
ktora jest z kolei rtownowazna odwracalnosci kazdego ze sktadnikow, gdyz sa one przemienne (@
sprawdzi¢). Czyli

pla) — Al € Inv(A) <= Vi—1..n (a— N1) € Inv(A).

77777

Stad
A€o(pla)) <= Fici. N €o(a) = a(a) N {1, ..., A} #£ 0
= o(a)N{zeC:p(z) =A} #0 <= F.co) p(2) = A
<= X € p(o(a)).
Zatem o(p(a)) = p(o(a)). O

Jako ze widmo jest niepuste i zwarte, to zawsze istnieje w nim liczba o najwiekszym module.

Definicja 4.27. Promieniem spektralnym elementu a € A, P
zespolonej algebry Banacha A z jedynka, nazywamy liczbe / R

//\‘ \
r(a) = max || [£C N \ N
A€o(a) \J /
o . o@) /
Jest to najmniejszy promien kota o srodku w zerze, w ktorym /

zawarte jest cale widmo. Rl
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7 Twierdzenia 4.23 wynika, ze promien spektralny jest zawsze niewiekszy niz norma da-
nego operatora: r(a) < ||a||. Ponizszy, bardzo wazny, dokladny wzor wyrazajacy r(a) w jezyku
norm poteg operatora a jest de facto operatorowa wersja wzoru Cauchy-Hadamarda ma promien
zbieznodci szeregu potegowego.

Twierdzenie 4.28 (Wzor Beurlinga-Gelfanda-Naimarka). Promien spektralny elementu a € A
WYraza sie wzorem ) )
r(a) = inf |[a"||» = lim ||a"|~.
neN n—00

Dowdd. Niech A € o(a). Wtedy A" € o(a") na mocy Stwierdzenia 4.26 i stad |A|" < ||a"| na
mocy Twierdzenia 4.23. Czyli |A| < [la”||= dla dowolnego A € o(a) i n € N. Stad

r(a) < inf [|a"||» < liminf [|a”|".
neN n—00
Zatem wystarczy pokazac, ze

lim sup ||a”|| " < r(a).

n—oQ

Przypomnijmy, ze rezolwenta C\o(a) 3 A — R,(A) = (a—A1)"! € Inv(A) jest rozniczkowalna.
Zatem kladac A :={\ € C: |\ > r(a)} dla dowolnego f € A* funkcja

C\A3X— f(R.,(N) €eC

jest holomorficzna, czyli posiada rozwiniecie postaci
=> AN AeC\A,

gdzie A\, € C, n € N, sg pewnymi ustalonymi wspotczynnikami. Korzystajac z Lematu Neu-
manna, jesli |\| > [|a||, to

RN =(a—10)7"=-2"(1-27")  =-A1Y (A a)" =) -
n=0 n=1

Stad f(R,(V) = Y50, f(—am )", czyli

Zatem dla kazdego |A| > r(a) szereg

=D XA =) f(=a") Zf a" A"
k=1 n=1

jest zbiezny. W szczegolnosci ciag {f(a™ A7)}, jest zbiezny do zera. Skoro zachodzi to dla
dowolnego funkcjonatu f € A*, to ciag {a"'A\7"}°2, jest stabo zbiezny do zera, a wigc ograni-
czony na mocy Stwierdzenia 3.36 (ktore wynika z Twierdzenia Banacha-Steinhausa). Stad ciag
{a" A7} | jest rowniez ograniczony. Zatem

ra) <= 3 ¥ "\ <M= v la™[[= < M[A| = limsup [|a"[| = <[]
M>0 neN n—00

Stad limsup,, . [|la®||= < r(a), co jak wyjasnilismy powyzej koniczy dowdd. O

82



Uwaga 4.29. Zwr6émy uwage, ze widmo elementu a € A jest zdefiniowane w terminiach al-
gebraicznych - wykorzystuje tylko pojecie odwracalnosci w A i w sposéb jawny nie zalezy od
normy. W konsekwencji to samo dotyczy definicji promienia spektralnego r(a) = maxcy (o) |A|-
Natomiast wzoér Beurlinga-Gelfanda-Naimarka na odwro6t, nie zalezy od struktury algebry A i
wyraza r(a) jedynie w terminach norm poteg elementu a € A.

Ponizsze przyklady pokazuja m.in., ze na ogo6l promien spektralny jest ostro mniejszy od
normy operatora.

Przyktad 4.30. Jesli element a € A jest nilpotentny, to znaczy a” = 0 dla pewnego n € N, to

r(a) = 0. Na przyktad, jesli A = My(C) oraz a := ( 8 (1) ), to |la|| = 1, ale 7(a) = 0, bo a* = 0.

Przyklad 4.31. Przestrzen A = CM[0, 1] funkcji rézniczkowalnych w sposob ciggly jest algebra
Banacha z operacjami zdefiniowanymi punktowo i norma ||a|| = maxep 1) |a(t)|+maxejo 1 |a'(t)].
Rozwazmy element dany wzorem a(t) :=t, dla t € [0,1]. Wtedy a"(t) = t" i stad ||a"|| =1+ n
dla n € N. Zatem

(@) = Jim [la”[|* = lim (1+n)7 =1 <2=al].

Dla operator6w normalnych promien spektralny i norma zawsze si¢ sobie réwnaja.

Stwierdzenie 4.32. Niech A = B(H), gdzie H przestrzen Hilberta. Jesli T € B(H) jest opera-
torem normalnym (tzn. T*T = TT*), to

r(T) = 7.

Dowdd. Zatdézmy najpierw, ze T'= T™ jest samosprzezony. Wtedy T" = T*" dla kazdego n € N.
Korzystajac z C*-rownosdci, patrz Stwierdzenie 2.77, mamy

7" = |TT"|| = |T*"]]  dlan€N.
Stad dla dowolnego n > 0 otrzymujemy
17" = T2 =T = .. = IT*"].
Zatem na mocy wzoru Beurlinga-Gelfanda-Naimarka (Twierdzenie 4.28) mamy
M) = lim [77* = lim 723 = T 7] = 7.

Niech teraz T bedzie dowolnym operatorem normalnym, tzn. zaktadamy jedynie, ze T" komutuje
ze swoim sprzezeniem 7. Korzystajac z tego, ze teza zachodzi dla operatoréw samosprzezonych
otrzymujemy

1 ke ‘n
r(T)? = lim (| 77?)" S22t (|77 w St [|(70T)")

_ T(T*T) T*T samosprzezony ||T*TH C*-rownosé ||T||2
Stad »(T) = ||T||. O

Whniosek 4.33. Dla dowolnego operatora T' € B(H, K) miedzy dwiema przestrzeniami Hilberta
H 1 K mamy
1T} = /r(T*T),

gdzie r(T*T) jest promieniem spektralnym operatora T*T € B(H).
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Dowdd. 7 C*-rownosci, patrz Stwierdzenie 2.77, mamy ||T]|*> = ||T*T||. Natomiast skoro T*T
samosprzezony (a wiec i normalny), to na mocy Stwierdzenia 4.32 otrzymujemy teze. [

Przyklad 4.34. Rozwazmy operator T : C? — C3, gdzie C? i C3 sg przestrzeniami Hilberta ze
standardowymi normami, natomiast T'(z1, z2) = (21 + 29, 221, 229). Wtedy

11 . 11
T=1 2 0 i T*T_(}_Omg> % 0 _(?é>
0 2 0 2

Wielomian charakterystyczny tej ostatniej macierzy to p(A) = (5 — \)? — 1 = A\ — 10\ + 24.
Pierwiastki tego wielomianu, to A\; =41 Ay = 6. Zatem o(T*T) = {4,6} i r(T*T) = 6. Stad

IT|| = \/r(T*T) = /6.
4.3 Analityczny rachunek funkcyjny

4.4 Twierdzenie spektralne
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